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Развитие микроэлектроники и наноэлектроники определяет необходимость совершенствования и соз-
дания новой элементной базы микроустройств и устройств наноэлектроники в интегральном исполнении. 
Постоянная тенденция уменьшения геометрических размеров функциональных элементов в интегральном 
исполнении поставила задачу создания новых конфигураций электронных элементов с более совершенными 
параметрами. Рассматриваются особенности расчета емкости различных планарных конфигураций полосок 
проводников на диэлектрических подложках с различными типами неоднородностей на основе метода рас-
чета плоского конденсатора. В общем случае емкость рассчитывается численными методами. Известные 
методы аналитического расчета ограничены случаем однородной структуры. Это не позволяет аналитиче-
ски оценивать разброс параметров интегральных схем за счет разброса параметров при их изготовлении 
и затрудняет выработку требований на точность изготовления и разброс параметров. Путем введения по-
нятия дифференциальной емкости элемента проведено обобщение и получены аналитические соотношения 
для расчета емкости конденсаторов и паразитных емкостей различных элементов конструкций интеграль-
ных схем с учетом неоднородности параметров диэлектрика и расстояния между обкладками конденсатора. 
Получены аналитические соотношения для расчета емкости ряда конструкций, представляющих практиче-
ский интерес: сферой и с конусом в качестве одной из обкладок конденсатора. Полученные результаты могут 
быть использованы для разработки допусков на разброс параметров используемых материалов и необходи-
мой точности их изготовления. 
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The development of microelectronics and nanoelectronics determines the need to improve and create a new 
elemental base of microdevices and nanoelectronic devices in an integrated design. The constant tendency to 
reduce the geometric dimensions of functional elements in the integrated design has set the task of creating new 
configurations of electronic elements with more advanced parameters. The features of calculating the capacitance of 
various planar configurations of strips of conductors on dielectric substrates with various types of inhomogeneities 
are considered based on the method of calculating a flat capacitor. In the general case, the capacitance is calculated 
by numerical methods. Known methods of analytical calculation are limited to the case of a homogeneous structure. 
This does not allow one to analytically evaluate the spread of parameters of integrated circuits due to the spread 
of parameters during their manufacture and makes it difficult to develop requirements for manufacturing accuracy 
and parameter spread. By introducing the concept of differential capacitance of an element, a generalization was 
carried out and analytical relationships were obtained for calculating the capacitance of capacitors and parasitic 
capacitances of various elements of integrated circuit structures, taking into account the inhomogeneity of the 
dielectric parameters and the distance between the capacitor plates. Analytical relations are obtained for calculating 
the capacitance of a number of structures of practical interest: a sphere and with a cone as one of the capacitor plates. 
The results obtained can be used to develop tolerances for the spread of the parameters of the materials used and the 
required accuracy of their manufacture.

Keywords: quasi-flat capacitance, inhomogeneous of parameters

Конденсаторы являются одним из не-
отъемлемых элементов схем электроники. 
Основным параметром конденсаторов яв-
ляется электрическая ёмкость, величина 
которой зависит от его конфигурации: пло-
щади пластин, расстояния между пласти-
нами и диэлектрической проницаемости 
среды, заполняющей внутреннюю полость 
конденсатора [1, 2]. Расчет простой моде-
ли плоского конденсатора с однородными 

параметрами и однородным заполнением 
диэлектриком проводится по хорошо из-
вестным соотношениям [3]. Более слож-
ные конфигурации исследуются численно 
[4, 5]. Вместе с тем на практике однород-
ность структуры может быть сравнитель-
но хорошо обеспечена только в схемах 
макроскопических устройств. Поэтому 
при разработке устройств микроэлектрони-
ки и тем более устройств наноэлектроники 
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неоднородность параметров в конструкции 
конденсатора представляет также само-
стоятельный интерес из-за возникающих 
дополнительных возможностей в управ-
лении параметрами конденсатора. Кроме 
того, часто любой элемент схемы обладает 
емкостью, которая рассматривается как па-
разитная, расчет которой необходим для раз-
работки рекомендаций по методам снижения 
паразитной емкости конструктивных элемен-
тов различных схем электроники. Использо-
вание технологии изготовления планарных 
элементов интегральных микросхем поро-
дило фундаментальную проблему развития 
аналитических методов расчета параметров 
интегральных схем различных частотных 
диапазонов. В общем случае используются 
численные методы [5]. Возможности расче-
та емкостей неоднородных структур рассма-
тривались в [6]. В данной работе проведе-
но обобщение формул для расчета емкости 
конденсаторов с различными неоднородно-
стями конструкции (толщины слоя между 
пластинами конденсатора и неоднородности 
параметров диэлектрического заполнения 
полости конденсатора). Для большого числа 
функциональных зависимостей конфигура-
ций d(x) и ε(x) получены аналитические со-
отношения для расчета ёмкости.

Цель исследования – вывод аналитиче-
ских соотношений для расчета емкости не-
плоского конденсатора, формируемого кон-
фигурацией двух проводников произвольной 
конфигурации и в общем случае с неодно-
родным заполнением диэлектриком. 

Материалы и методы исследования
Для расчета емкости (рис. 1, a) исполь-

зуется формула для плоского элемента ем-
кости площадью dS, для которого можно 
считать заполнение однородным с постоян-
ной толщиной в области элемента dS:

( ) ( )0
dSdC S

d S
= ε ε .

В случае «квазиплоского» конденсатора 
расчет емкости конденсатора может быть 
проведен путем расчета выражения

 ( ) ( )0
S

dSC S
d S

= ε ε∫  (1)

где в области площади dS конденсатор 
может считаться плоским с расстоянием 
между пластинами d(S) и диэлектрической 
проницаемостью ε(S), зависящими от поло-
жения точки на поверхности S.

В частности, в декартовой системе коор-
динат формула для расчета емкости (рис. 1, a) 
принимает вид

 ( ) ( )0 ,
,

dxdyC x y
d x y

ε ε= ∫∫  (2)

В цилиндрической системе, которой ось 
0z перпендикулярна плоскости токопрово-
дящих полосок 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1

0 0, ,
, ,

r

s r

dS rdrdС r r
d r d r

ϕ

ϕ

ϕ
= ε ε ϕ = ε ε ϕ

ϕ ϕ∫ ∫ ∫
 

2 2
0 0

0
0 0

R rdrd R SС
d d d

π ϕ ε ε ⋅ π ε ε ⋅
= ε ε = =∫ ∫  

.(3)

Результаты исследования  
и их обсуждение

Рассмотрим некоторые простейшие кон-
фигурации, для которых можно получить 
аналитическое решение, представляющие 
практический интерес.

1. В частном случае для круглой обклад-
ки полоскового конденсатора (в виде кольца 
или шайбы, рис. 1, b) с однородными пара-
метрами диэлектрика и однородной толщи-
ной из (3) имеем известное соотношение

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1

0 0, ,
, ,

r

s r

dS rdrdС r r
d r d r

ϕ

ϕ

ϕ
= ε ε ϕ = ε ε ϕ

ϕ ϕ∫ ∫ ∫
 

2 2
0 0

0
0 0

R rdrd R SС
d d d

π ϕ ε ε ⋅ π ε ε ⋅
= ε ε = =∫ ∫  ,

где ε0 – диэлектрическая постоянная вакуума, 
ε – диэлектрическая проницаемость среды, 
заполняющей полость конденсатора (под-
ложки), S – площадь пластин конденсатора, 
d – расстояние между пластинами [1–3].

Рис. 1. Плоский конденсатор (a – с неоднородной толщиной, b – круглый)
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Рассмотрим тонкую полоску токопро-

водящего элемента в виде кольца шириной 
r = r1 – r2, нанесенного на слой металлизи-
рованного с другой поверхности диэлектри-
ка. Толщина подложки диэлектрика d. 

 
Рис. 2. Плоский конденсатор  

в виде сегмента кольца

Если неоднородность диэлектрической 
проницаемости описывается функцией  
ε(x) = εm / x , то емкость определяется фор-
мулой: 

( ) ( )2 2

1 1

2 2
0 2 1

0 0
0 0

2r r
mm

r r

r rrdrd rdrdC r
d r d d

π π ε ε ⋅ π −εϕ ϕ
= ε ε = ε =∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )2 2

1 1

2 2
0 2 1

0 0
0 0

2r r
mm

r r

r rrdrd rdrdC r
d r d d

π π ε ε ⋅ π −εϕ ϕ
= ε ε = ε =∫ ∫ ∫ ∫ .

Аналитические соотношения могут быть 
получены и для других функций распреде-
ления диэлектрической проницаемости.

Емкость части кольца с углом сектора, 
например φ = π / 4 и полоской проводни-
ка радиусами: внешним r2 и внутренним 
r1 с однородной подложкой диэлектрика 
(рис. 2) равна

( )2

1

2 24
0 2 1

0
0 8

r

r

r rrdrdC
d d

π ε ε ⋅π −ϕ
= ε ε =∫ ∫ .

2. Для описания зависимости ёмкости 
конденсатора от изменения расстояния 
между пластинами d необходимо использу-
ем общее выражение (1). Рассмотрим кон-
денсатор с прямоугольными пластинами, 
у которого вдоль осей 0x и 0y периодиче-
ски меняется расстояние между пластинами 

( )( )1 sin 1 sind d x y= +α β +η γ .

Тогда емкость может быть найдена из выражения (2):

( ) ( )( )0
00 0

,
1 sin 1 sin

a b dxdyC x y
d x y

= ε ε
+α β +η γ∫ ∫ .

В частном случае однородного диэлектрика имеем соотношение
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3. Для случая проводящей сферы радиусом R, расположенной на расстоянии d0 от токо-
проводящей поверхности, расстояние между токопроводящими поверхностями при удале-
нии от центра меняется по закону 2 2

0d d R R r= + − −  (рис. 3, a).

 
Рис. 3. Конденсатор со сферической (a) и конической (b) обкладками
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Тогда из (3)
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.

Или, вводя обозначение x = r / R, 0 1da
R

= + , имеем

( )
1 1

2 2
0 0 02 00

2 2 lg 1 1 2 lg 1
11

xdx aC a a x x C a
aa x

  = ε ε ⋅ π = ε ε ⋅ π − − + − + = ε ε ⋅ π −    − − −
∫ .

Таким образом,

0
0

0

2 1 log 1 1d RC
R d

   = πε ε + + −   
    

.

4. Для случая конусообразной обкладки пластины конденсатора (рис. 3, b) с рассто-
янием между обкладками, меняющимся по закону d(r) = d0 + αr емкость определяется 
соотношением
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В частности, при r1 = 0

( )
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0 02

0 0
0 2 2

0

2 log
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n

r

d RR d
d CrdrdC r

d

π

 + α
πε ε ⋅ α −  πε ε ⋅ϕ  = ε ε = =

α α∫ ∫ ,

где R – радиус конуса.
На рис. 4 показана зависимость нормированной емкости от величины конусности αR 

при различных d0.

 

Рис. 4 . Зависимость емкости параметра конусообразности  
(1 – d0 = 0.5, 2 – d0 = 1, 3 – d0 = 2)
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5. Если расстояние между обкладками пластин конденсатора меняется по закону 

d(r) = d0 + βr2, емкость определяется соотношением
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На рис. 5 показана зависимость нормированной емкости от коэффициента нелинейности 
функции расстояния между обкладками конденсатора.

 Рис. 5. Зависимость емкости от конструктивного параметра β  
(1 – r1 / r2 = 0, 2 – r1 / r2 = 0.05, 3 – r1 / r2 = 0.25, 4 – r1 / r2 = 0.5)

Таким образом, видно, что неоднород-
ности конструкций конденсаторов при-
водят к изменению емкости в больших 
пределах и могут эффективно исполь-
зоваться для управления параметрами 
конденсаторов. 

Заключение
Получены аналитические решения 

задачи расчета емкости планарных кон-
денсаторов на интегральных схемах с не-
однородным распределением расстояния 
между пластинами и с неоднородным рас-
пределением диэлектрической проницае-
мости. Установлено, что неоднородности 
в структуре конденсатора могут быть ис-
пользованы для управления параметрами 
конденсатора. 
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