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С ПЕРЕМЕННЫМИ ТЕПЛОФИЗИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ
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Нестационарный процесс переноса тепла в твердых телах может быть представлен уравнениями ги-
перболического или параболического типов. Отыскивая решения данных уравнений, применяют различные 
приближенно-аналитические методы: разделение переменных методом Фурье, метод интегральных преоб-
разований и прочие – и численные: метод конечных элементов, метод конечных разностей и прочие, в ко-
торых используют программные комплексы OpenFoam, Ansys или Comsol. Аналитические решения, в том 
числе и приближенные, обладают некоторыми существенными преимуществами в сравнении с численными. 
Серьёзные математические трудности перед исследователем стоят при получении точных аналитических 
решений подобных задач. В  свою очередь, аналитические решения имеют существенные преимущества 
в сравнении с численными методами. Например, найденное решение в аналитическом виде позволяет вы-
полнять анализ исследуемой системы по параметрам, проводить своего рода параметрическую идентифи-
кацию, настройку и программирование измерительных устройств, планирование управляющих воздействий 
в производственных процессах и др. В связи с вышесказанным продвижение в развитии получили прибли-
женные аналитические (численно-аналитические) методы. Сравнению такого метода с численным методом 
под влиянием переменных теплофизических свойств и посвящена настоящая статья.
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The unsteady process of heat transfer in bodies can be represented by equations of hyperbolic and parabolic 
and types. Solving these equations, various analytical methods are used – this can be the method of separation of 
Fourier variables, the method of integral transformations, the method of Green’s functions, and others, as well as 
numerical methods – finite element methods, finite difference methods and others, in which OpenFoam, Ansys or 
Comsol. Analytical solutions, including approximate ones, have some significant advantages over numerical ones. 
The researcher faces serious mathematical difficulties in obtaining exact analytical solutions to such problems. In 
turn, analytical solutions have significant advantages over numerical methods. For example, the solution found 
in an analytical form allows analyzing the system under study by parameters, carrying out a kind of parametric 
identification, setting and programming measuring devices, planning control actions in production processes, etc. In 
connection with the foregoing, – analytical) methods. Comparison of this method with the numerical method under 
the influence of variable thermophysical properties is the subject of this article. The solutions found in this way have 
a simple form of algebraic expressions, without special functions, which allows design engineers to carry out studies 
in the fields of isotherms with the determination of the speeds of their motion in time along the spatial coordinate.
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Достаточно часто, в  теплоэнергетиче-
ской отрасли и не только, встречаются слу-
чаи, когда внутри твердого тела протекает 
электрический ток, происходит химическая 
или эндотермическая реакция или же ядер-
ное превращение. Все эти реакции происхо-
дят за счет внутренних источников тепловой 
энергии [1–3]. В инженерной практике боль-
шие трудности представляет собой полу-
чение точных приближенно-аналитических 
решений задач нестационарной теплопрово-
дности с  использованием классических ме-
тодов под воздействием внутренних источ-
ников теплоты [4–5] (метод Фурье, функций 
Грина, или интегральных преобразований), 
так как решения, найденные такими мето-
дами, выражаются сложными функциональ-
ными зависимостями. Тогда как применение 

таких решений в  практических расчетах 
крайне затруднено. В случае если мощность 
внутренних источников изменяется во вре-
мени, во многих случаях, классические ме-
тоды вообще неприменимы.

При проектировании теплообменного 
оборудования, как правило, применяются 
полуэмпирические теории (являющиеся 
обобщением экспериментальных данных), 
позволяющие существенно упростить рас-
четы. Для более точных расчетов исполь-
зуют современные средства численного 
моделирования  – программные комплексы 
Ansys, Comsol, OpenFoam и др. Однако их 
использование существенно ограничива-
ется вычислительной мощностью ЭВМ. 
В  связи с  этим развитие также получили 
точные и  приближенные аналитические 
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методы математического моделирования 
процессов теплообмена и  гидродинами-
ки. Использование аналитических мето-
дов оправдано для решения краевых задач 
для теплообменных систем простой геоме-
трической формы, без учета зависимости 
теплофизических свойств от температуры 
и  др. Преимущество аналитических реше-
ний состоит в том, что они могут быть ис-
пользованы при параметрическом анализе 
процесса, для решения обратных задач, па-
раметрической идентификации.

В статье [1] представлен метод матема-
тического моделирования процесса перено-
са тепловой энергии без учета теплофизиче-
ских параметров в пластине при граничных 
условиях I рода. Следуя представленному 
методу, решение задачи сводится к  инте-
грированию обыкновенного дифференци-
ального уравнения относительно плотности 
теплового потока на поверхности исследу-
емой области решения дифференциально-
го уравнения в  частных производных от-
носительно температуры. Нелинейность 
задачи с  переменными теплофизическими 
свойствами накладывает ряд трудностей 
для применения результатов на практике. 
Решение дифференциальных уравнений те-
плопроводности с зависящими от темпера-

туры теплофизическими свойствами среды 
представляет собой громоздкие алгебраи-
ческие зависимости. С учетом вышесказан-
ного разработка приближенно-аналитиче-
ских методов решения нелинейных задач 
теплопроводности является весьма акту-
альной задачей. Покажем, что предложен-
ный метод в  [1] эффективен при решении 
задач нестационарной теплопроводности 
при нелинейности.

Цель исследования: исследовать и про-
анализировать влияние теплофизических 
параметров на температуру в  пластине 
при граничных условиях I рода с перемен-
ными внутренними источниками тепла.

Материалы и методы исследования
В данной работе представлены результа-

ты сравнения эффективности метода мате-
матического моделирования решения задач 
нестационарной теплопроводности  [1], ос-
нованного на использовании дополнитель-
ных граничных условий и дополнительной 
искомой функции (или плотности теплово-
го потока) и процесса теплообмена с пере-
менными теплофизическими свойствами.

Без учета теплофизических параметров 
математический вид задачи (для половины 
пластины ввиду симметрии): 

	
2

2
( , ) ( , ) ( ) ;T x T xa

cx
∂ τ ∂ τ ω τ= +

∂τ γ∂
	 (1)
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∂ δ τ =
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при τ > 0; 0 < x < δ; где Т, x, τ  – температура, координата, время; a = λ/(cρ) – температу-
ропроводность; ρ – плотность; λ – коэффициент теплопроводности; c  – удельная тепло-
емкость; 0( ) (1 )ω τ = ω + βτ   – удельная мощность внутреннего источника, ω0  – начальная 
мощность; T0, Tст – начальная температура, температура стенки; δ – половина толщины.

Задача (1)–(4) может быть представлена в виде [1]

	
2
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∂Θ ξ ∂ Θ ξ= + +
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	 (5)

	 ( , 0) 0;Θ ξ = 	 (6)

	 (0, Fo) 1;Θ = 	 (7)

	 (1, Fo) 0,∂Θ =
∂ξ

	 (8)

при Fo > 0; 0 < ξ < 1; где – безразмерная температура; ξ = x/δ – без-
размерная координата; 2Fo ( )/a= τ δ  – критерий Фурье; 2

1Po Po / a= δ β  – критерий Поме-
ранцева;  – начальное значение Померанцева в нулевой момент.
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Согласно разработанному в [1] методу введем в рассмотрение новую искомую функ-

цию времени

	
(0, Fo)(Fo) ,tg∂Θϕ = = α
∂ξ

	 (9)

где α – угол между осью координат ξ и касательной к графику температуры в ξ = 0. 
Тогда

Согласно уравнению теплопроводности плотность теплового потока на поверхности 
пластины определяется выражением

(0, )( ) ,Tq
x

∂ ττ = − λ
∂

можно представить

где k = const.
Решение задачи (5)–(8) отыскивается в виде

	 1

1

( , Fo) (Fo) ,
n

i
i

i

b −

=

Θ ξ = ξ∑ 	 (10)

где bi(Fo)  – коэффициенты, n N∈   – натуральное число, соответствующее количеству 
членов (10).

Рис. 1. Схема теплообмена

В первом приближении решение [1]

	 3Fo
1 1

1 5 1( , Fo) Po Po Po Po Fo  (1 0,5 ) 1.
3 2 3

e−    Θ ξ = − − + + − ξ − ξ +        
	 (11)

Новая функция на поверхности пластины определяется выражением

	 3Fo
1 1

1(Fo) Po Po Fo ,
3

C e−  ϕ = + + −  
	 (12)

где C1 – константа интеграции, которая определяется из невязки условия.
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Для нахождения решения во втором приближении потребуется увеличение степени 

(10). При определении коэффициентов bi будут использоваться новые дополнительные 
граничные условия. Четвертое граничное условие найдено после подстановки ξ = 0 в ис-
ходное уравнение. Пятое и шестое граничные условия найдены путем однократного диф-
ференцирования исходного уравнения и постановкой значений координат ξ = 0 и ξ = 1 со-
ответственно. После нахождения новых граничных условий составляется система шести 
алгебраических уравнений. Решая данную систему, находятся коэффициенты bi.

Во втором приближении решение получено в виде [1]

	 1 1 1 2 2 2( , Fo) ( ) exp( Fo) ( ) exp( Fo) 1.f C K f C KΘ ξ = ξ + ξ + 	 (13)

Во втором приближении новая искомая функция определяется выражением

	 1 1 2 2 1
1(Fo) exp( Fo) exp( Fo) Po Po Fo ,
3

C K C K  ϕ = + + + −  
	 (14)

где K1 = 2,4633; K1 = 36,5370 при Po = 5; Po1 = 5.
В последующих приближениях для дальнейшего повышения точности требуется уве-

личивать число членов алгебраического полинома. Для отыскания решения в дальнейших 
приближениях потребуется вводить новые дополнительные граничные условия.

Общие формулы для их определения краевых граничных условий имеют следующий вид [1]
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при j = 0, k > 3, j = 1, k ≤ 3, где k = 1, 2, 3 ... – номер выполняемого приближения.

Уравнение теплопроводности, которое учитывает теплофизические свойства среды, 
то есть зависимость свойств среды от температуры и нелинейную зависимость от темпера-
туры мощности внутренних источников, представлено выражением (15). В случае введения 
зависимости от температуры граничные условия (7)–(9) записываются в виде (16)–(18):

	
22

12
( ,Fo) ( ,Fo) ( ,Fo)(1 ) PoFo Po ,
Fo

 ∂Θ ξ ∂ Θ ξ ∂Θ ξ= + µΘ + µ + + ∂ ∂ξ ∂ξ
	 (15)

	 (Fo 0 ; 0 1)> < ξ < 	

	 ( , 0) 0;Θ ξ = 	 (16)

	 (0, Fo) ;KΘ = 	 (17)

	 (1, Fo) .KΘ = 	 (18)

где μ – коэффициент теплопроводности; K – константа.

Результаты исследования  
и их обсуждение

На рис. 2, 3 представлены графики изменения ( ,Fo)Θ ξ  при различных значениях ко-
эффициента μ.
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Результаты численного решения задачи 

(15)–(18) представлены на рис. 2, 3. Делаем 
вывод, что учет зависимости коэффициента 
теплопроводности от температуры приво-
дит к  существенному изменению темпера-
турной функции. В частности, при увеличе-
нии μ отмечается снижение температурных 
градиентов внутри тела.

На рис. 4 представлены графики новой 
искомой функции φ(Fo) по формуле (14). 
Из графика видно, что точность определе-

ния плотности теплового потока φ(Fo) зна-
чительно превышает точность определения 
безразмерной температуры относительно 
продольной координаты и  безразмерно-
го времени. Анализируя график на рис. 4, 
можно заключить, что в промежутке безраз-
мерного времени 0,1 ≤ Fo < ∞ расхождение 
результатов плотности теплового потока со-
ставило около 4 %. Соответственно, реше-
ние задачи без учета нелинейности в рабо-
те [1] можно считать эффективным.

Рис. 2. Графики изменения температуры: – – – – численное решение с учетом нелинейности; 
 –– – приближенное решение в четвертом приближении без учета нелинейности,  

при Po = 5; Po1 = 5

Рис. 3. Графики изменения температуры: – – – численное решение с учетом нелинейности;  
––– – приближенное решение в четвертом приближении без учета нелинейности;  

при Po = 5; Po1 = 10
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Рис. 4. Графики изменения плотности теплового потока φ(Fo). –––– – приближенное решение  
без учета нелинейности; – – – численное решение с учетом нелинейности;  

4 – номер приближения; Po = 5; Po1 = 10

Анализируя рис. 4, можно сделать вывод, 
что в момент времени кода Fo = 0 значение 
плотности теплового потока φ(Fo) увеличи-
вается до 10 уже в первом приближении.

Выводы
Целью данной статьи было показать 

влияние теплофизических параметров 
в бесконечно протяженной пластине на без-
размерную температуру при граничных ус-
ловиях I рода с внутренними источниками 
теплоты переменными во времени.

Показано, что расхождение результатов 
расчетов безразмерной температуры отно-
сительно безразмерного времени в  беско-
нечно протяженной пластине с численным 
решением уравнения в  промежутке време-
ни 0,1 ≤ Fo < ∞ около 10 % и  понижается 
при учете коэффициента μ.

Исследование выполнено при финансо-
вой поддержке Совета по грантам Пре-
зидента РФ в  рамках научного проекта 
МК–2614.2019.8.
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