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В данной статье представлена математическая модель задачи преследования с простым движением на 
плоскости, с использованием метода параллельного сближения и модели поведения как преследующего, так 
и преследуемого объектов задачи. Для каждого момента времени строится окружность Аполлония и связан-
ные с ней характеристические линии. В данной геометрической модели для предопределенной траектории 
преследуемого объекта находится оптимальная траектория объекта преследователя. В течение определен-
ного промежутка времени объект должен принять решение, в каком направлении и с какой скоростью он 
должен двигаться в зависимости от расположения его цели, так чтобы минимизировать время достижения 
объекта преследования. В результате данной статьи была достигнута формализация и алгоритмизация ме-
тода параллельного сближения преследователя и его цели. Моделирование производилось в среде програм-
мирования и математического моделирования MathCAD. По результатам создания математической модели 
был изготовлен анимационный ролик, где можно просмотреть перемещение и преобразование окружности 
Аполлония и связанных с ней характеристических точек и линий. В результате работы программ получены 
анимированные изображения движения объектов, ссылки на которые приводятся в тексте статьи.
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This article presents a mathematical model of the pursuit task with a simple movement on the plane, using the 
method of parallel approximation and the model of behavior of both the pursuing and the pursued objects of the task. 
For each moment of time, the Apollo circle and related characteristic lines are constructed. In the given geometrical 
model for the predetermined trajectory of the pursued object there is an optimal trajectory of the pursuer object. 
During a certain period, the object must decide in what direction and at what speed it must move, depending on the 
location of its target, to minimize the time to reach the stalker object. As a result of this article we have achieved 
formalization and algorithmizing of the method of parallel rapprochement of the pursuer and his goal. Modeling 
was performed in MathCAD programming and mathematical modeling environment. By results of creation of 
mathematical model, the animation roller where it is possible to look through moving and transformation of circle of 
Apolonia and the characteristic points and lines connected with it has been made. As a result of work of programs, 
the animated images of movement of objects, references to which are resulted in the text of article are received.
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В решении задач простого преследова-
ния на плоскости с использованием страте-
гии параллельного сближения используют-
ся окружности Аполлония.

Окружность Аполлония – геометриче-
ское место точек плоскости, отношение рас-
стояний от этих точек до двух других задан-
ных точек, величина постоянная k = Const  
и k ≠ 0.

Рассмотрим данную окружность на при-
мере старинной задачи о флибустьерах.

Задача состоит в том, что флибустье-
ры с острова Ямайка узнали, что на якоре 
перед Пуэрто-Бельо стоит испанский гале-
он, забитый до верха золотом. И как только 
непогода отступит, галеон выйдет в Кариб-

ское море и возьмет курс на пролив между 
островам Гаити и Пуэрто-Рико. Флибустье-
ры также ждут хорошей погоды, поэтому 
выйти из Кингстона они могут только одно-
временно с испанским галеоном. Вопрос 
такой, что флибустьерам нужно выбрать 
такой курс, который наверняка поможет им 
успеть перехватить испанцев. Если фли-
бустьеры точно знают, во сколько раз ско-
рость их корабля больше скорости галеона, 
то они могут найти все точки, в которые их 
корабль и испанский галеон могут попасть 
одновременно. Пусть отношение скоростей 
судов равно k > 1, так как корабль пытается 
догнать другое судно, и отношение их рас-
стояний, пройденных до момента встречи, 
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также равно k. Следовательно, все возмож-
ные точки встречи лежат на ГМТ (геоме-
трическое множество точек) К таких, что 

 PK Const
TK

= , где точки P и T соответству-

ют Пуэрто-Бельо и Кингстону. Таким ГМТ 
является окружность, которую называют 
окружностью Аполлония.

Далее будем рассматривать общий слу-
чай этой задачи.

Простым движением точки называется 
движение, когда пройденное расстояние S 
есть линейная функция времени: S(t) = v∙t, 
где v = Const – модуль скорости точки.

Из вышесказанного следует, что окруж-
ность Аполлония – это геометрическое ме-
сто точек, когда |KP| / (|KT| = Const) (рис. 1).

Применительно к задачам преследова-
ния окружность Аполлония имеет следу-
ющий смысл. Если преследователь и цель 
в определенный момент времени имеют 
положения на плоскости P и T, и значе-
ния скоростей, равные по модулю VP и VT 
соответственно. 

Тогда ГМТ точек K, как место возмож-
ных встреч преследователя P с целью T, 
есть окружность радиуса |QK| с центром 
в точке Q [1, 2].

Направления скоростей преследовате-
ля и цели являются взаимосвязанными. То 
есть направление скорости цели диктует 
направление скорости преследователя или, 
наоборот, направление преследователя 
определяет направление цели, чтобы обе-
спечить встречу в точках, принадлежащих 
окружности Аполлония. 

Целью данной статьи является фор-
мализация и алгоритмизация метода па-
раллельного сближения преследователя 
и цели.

Расчет параметров  
окружности Аполлония

То, что данное множество точек K яв-
ляется окружностью, было известно еще 
древним математикам, но мы приведем вы-
кладки расчета окружности и ее центра. 

Введем ортонормированную систе-
му координат (e1, e2) с центром в точ-
ке T (рис. 1), вектор e1 сонаправлен век-

тору PT. Пусть 
x

K
y

 
=  

 
, а 

0
a

P
− 

=  
 

,  

где a = |PT|. Тогда 2 2TK x y= + , а 

( )2 2PK K P x a y= − = + + . Из условия 
того, что преследователь и преследуемый 
приходят в точку K одновременно, имеем 

следующее: 
P T

PK TK
V V

= . Следовательно, 

( )2 2 2 2
T PV x a y V x y⋅ + + = ⋅ + . После 

возведения в квадрат и раскрытия скобок 
получаем уравнение

2 22
2

2 2 2 2 .T P T

P T P T

V V Vx a y a
V V V V

   ⋅
− ⋅ + = ⋅   − −   

Полученное уравнение в системе (e1, e2) 
с центром в точке T описывает окружность 
радиуса R и с центром в точке Q:

2

2 2
2 2 , , .

0

T
P T

P T
P T

V a V VQ R a a PTV V
V V

 
⋅ ⋅ = = ⋅ =−  −  

Рис. 1. Окружность Аполлония
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Отметим одну характеристическую точ-

ку, называемую точкой Аполлония:
2

2 2 2 2 .
0

T P T

P T P T

V V Va a
A V V V V

 ⋅
⋅ + ⋅ = − − 

  

Моделирование итерационного процесса 
задачи преследования

Факт того, что стратегия преследователя 
в задаче преследования с помощью метода 
параллельного сближения является опти-
мальной в плане максимального сокраще-
ния времени поимки цели преследователя, 
доказан в работах Л.О. Петросяна [1–3]. 
Также вопросы оптимального сближения 
рассматривались в работах одного из осно-
воположников теории дифференциальных 
игр [4].

Будем считать, что для нашего итера-
ционного процесса известны начальные 
данные P0 и T0. Скорости преследующего 
и преследуемого объектов постоянны и рав-
ны по модулю VP и VT соответственно. Тра-
ектория преследуемого объекта в нашей мо-
дели является предопределенной, поэтому 
мы сможем рассчитать массив точек {Ti}, 
где дистанция между точками Ti и Ti+1 равна

|Ti+1 – Ti| = VT∙∆T, 

∆T – период дискретизации по времени.
Итерационная схема расчета координат 

преследователя, координат центров окруж-
ностей Аполлония, радиусов окружностей 
Аполлония, характеристических точек 
представлена на рис. 2.

Координаты преследователя на i-м шаге 
итераций будут такие:

1 1
1

1 1

.i i
i i P

i i

K P
P P V T

K P
− −

−
− −

−
= + ⋅ ∆ ⋅

−

Радиус окружности Аполлония будет 
таким: 

2

2 2 .T
i i i

P T

VR T P
V V

= ⋅ −
−

Центр окружности Аполлония рассчи-
тывается так:

( )
2

2 2 .T
i i i i

P T

VQ T T P
V V

= + ⋅ −
−

Координаты точки Ki есть продукт ре-
шения системы уравнений относительно 
непрерывного параметра t:

( )2 2

1

1

.
i i i

i i
i i T

i i

K Q R
T T

K T V t
T T

+

+

 − =


− = + ⋅ ⋅ −

Разрешенная относительно параметра t 
вышеуказанная система представляет собой 
корни квадратного уравнения, вывод кото-
рых в данной статье мы приводить не будем 
из-за громоздких выражений.

В тестовой программе, написанной по 
материалам статьи, решение квадратного 
уравнения написано в виде отдельной про-
цедуры – функции. С текстом тестовой про-
граммы можно ознакомиться в [5]. 

Рис. 2. Итерационная схема
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То, что отрезок [Pi, Ti] останется парал-
лельным отрезку [P0, T0], не вызывает со-
мнений. Рассмотрим первый отрезок [P1, T1].  
Координаты точек P1 и T1 равны (рис. 3):

0 0
1 0

0 0

0 0
1 0

0 0

,

.

P

T

P K
P P V T

P K
T K

T T V T
T K

= + ⋅ ⋅ ∆

= + ⋅ ⋅ ∆

Исходя из того, что преследователь и его 
цель должны прийти в точку K на окружно-
сти Аполлония одновременно, мы вправе 
сделать вывод, что

0 0 0 0

.P TV VT T
P K T K

⋅ ∆ = ⋅ ∆ = ε

Далее:

( )
( ) ( )

1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 01 .

PT T P T P T K

P K T P

= − = − + ε ⋅ −

−ε ⋅ = − ε ⋅ −

Другими словами, вектор P1T1 сонаправ-
лен вектору P0T0 и перпендикулярен векто-
ру нормали N (рис. 3).

Результаты моделирования  
задачи преследования методом 

параллельного сближения
Нами была написана тестовая програм-

ма, скриншот результатов работы которой 
показан на рис. 4. На рисунке видно, что 
отрезки [Pi, Ti] образуют однопараметри-
ческую последовательность параллель-
ных [P0, T0] линий. 

Также на рис. 4 показано, что точки Pi, 
Ti, Qi, Ai принадлежат одной прямой. Пока-

зан подвижный треугольник Pi, Qi, Ki, кото-
рый сходится к точке встречи преследовате-
ля и цели. 

Глядя на рис. 4, а именно на однопа-
раметрическое множество окружностей 
Аполлония, сходящееся к точке встречи, 
может возникнуть обманчивое впечатле-
ние, что все множество окружностей каса-
ется в точке встречи преследователя и цели. 
В следующей модели с иной траекторией 
цели мы покажем, что это не так.

Рис. 4 дополнен ссылкой на анимиро-
ванное изображение [6], где можно про-
смотреть, как изменяется во времени рас-
положение преследователя, цели, точек на 
окружности Аполлония.

Итак, ситуацию, представленную на 
рис. 4, можно интерпретировать как моде-
лирование перехвата преследователем цели. 

Ситуацию, представленную на рис. 5, 
можно интерпретировать как моделирова-
ние процесса ухода преследуемого объекта 
от преследователя [7].

На рис. 5 также показан подвижный 
треугольник Pi, Qi, Ki, точки Pi, Ti, Qi, Ai 
и окружности Аполлония. Хотелось бы об-
ратить ваше внимание на поведение точки 
Ki, оно похоже на поведение точки возвра-
та второго рода. Здесь как раз наблюдается 
схождение окружностей Аполлония к точке 
встречи преследователя и цели, но множе-
ство окружностей не является касательны-
ми в одной точке [7].

Обсуждение полученных результатов

По материалам, изложенным в данной 
статье, были написаны тестовые програм-
мы в системе компьютерной математики 
MathCAD 15. Тексты программ выложены 

Рис. 3. Параллельное сближение преследователя и цели
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на ресурсе одного из авторов [5]. Ссылки на 
анимированное изображение изготовлен-
ных по результатам работы программ до-
ступны на ресурсах [6, 7]. При написании 

данной статьи были приняты во внимание 
достижения, изложенные в работах [8–10]. 
Также использованы результаты, изложен-
ные в работах [11–13].

Рис. 4. Перехват цели

Рис. 5. Моделирование убегания цели от преследователя
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Заключение

Целью данной статьи было показать 
движение всех характеристических линий 
и точек в реализации метода параллельно-
го сближения в задачах простого пресле-
дования на плоскости. Была достигнута 
формализация и алгоритмизация метода 
параллельного сближения преследователя 
и цели.

Показано движение окружности Апол-
лония, ее схождение к точке (месту) встре-
чи преследователя и цели. Показано, как 
сходится отрезок, соединяющий преследо-
вателя и цель, будучи параллелен самому 
себе. Показано, как направления скоростей 
преследователя и цели являются взаимос-
вязанными. То есть направление скорости 
цели диктует направление скорости пре-
следователя или, наоборот, направление 
преследователя определяет направление 
цели, чтобы обеспечить встречу в точках, 
принадлежащих окружности Аполлония. 

При геометрическом моделировании 
методом параллельного сближения не-
обязательно вычислять параметры окруж-
ности Аполлония. Достаточно будет 
строить однопараметрическое множество 
параллельных линий, соединяющих пре-
следователя и преследуемого, окружность, 
с радиусом равным шагу преследователя, 
чтобы найти точку следующего положения 
преследователя. 
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