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Актуальность решения комбинаторных задач сегодня определяется перемещением Искусственного 
Интеллекта из теоретической области в практическую сферу. Известно, что одни и те же интеллектуальные 
задачи обладают различными способами решения в зависимости от их описания. В связи с этим в статье 
исследуется соотношение двух типов описания предметных областей: на языке логических матриц, и на 
языке графов ортогональности. В статье эта проблема исследована полностью. Невыполнимость логической 
матрицы сводится к исследованию совокупности максимальных пустых подграфов, образующей полное по-
крытие графа. Это позволяет сформулировать критерий выполнимости матрицы, который сводится к разло-
жению исходной матрицы на две и имеет практическое значение. Граф ортогональности, который однознач-
но строится по логической матрице, обладает совокупностью узлов, совпадающей со столбцами матрицы, 
и два узла смежные, если соответствующие столбцы ортогональные. Таким образом, матрица однозначно 
определяет граф, но одному графу соответствует несколько матриц с разным числом переменных, среди 
которых могут встречаться как выполнимые, так и невыполнимые. В статье решена проблема, что проис-
ходит при варьировании матриц, определяемых одним графом ортогональности, и при расширении графа 
ортогональности за счет введения новых ребер. Оказывается, что в одном случае наблюдается сохранение 
свойства невыполнимости матриц, а в другом – выполнимости. Приведена полная система преобразований 
матриц, которая не нарушает свойство соответствия одному графу ортогональности. Поэтому, хотя логиче-
ские матрицы позволяют более детально описывать предметные области, нежели графы, имеется возмож-
ность исследовать логические функции, сводя их к задачам на графах. 

Ключевые слова: комбинаторика, логические матрицы, графы, предметные области, пустые подграфы, векторы
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The relevance of solving combinatorial problems today is determined by the movement of Artificial Intelligence 
from the theoretical field to the practical sphere. It is known that the same intellectual problems have different ways 
of solving depending on their description. In this regard, the article examines the relationship between two types of 
description of subject areas: in the language of logical matrices, and in the language of orthogonality graphs. In the 
article this problem is investigated completely. The impracticability of a logical matrix is reduced to the study of 
a set of maximal empty subgraphs forming a complete graph cover. This allows us to formulate a criterion for the 
feasibility of the matrix, which is reduced to the decomposition of the original matrix into two, and is of practical 
importance. An orthogonality graph that is uniquely constructed from a logical matrix has a set of nodes that 
coincide with the columns of the matrix, and two nodes are adjacent if the corresponding columns are orthogonal. 
Thus, the matrix uniquely defines a graph, but one graph corresponds to several matrices with different numbers of 
variables, among which there can be both feasible and not feasible. The problem of variation of matrices defined by 
one orthogonality graph and expansion of the orthogonality graph due to the introduction of new edges is solved in 
the article. It turns out that in one case there is a preservation of the impracticability property of matrices, and in the 
other – feasibility. A complete system of matrix transformations is presented, which does not violate the property of 
correspondence to one orthogonality graph. Therefore, although logical matrices allow to describe subject areas in 
more detail than graphs, it is possible to study logical functions, reducing them to problems on graphs.
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В статье исследуется соотношение меж-
ду логическими функциями, представлен-
ными матрицами, и графами ортогональ-
ности, которые строятся по логическим 
матрицам. Пусть M есть логическая ма-
трица размерности [n, m], представляющая 
функцию в КНФ. Обратим внимание на сле-
дующие свойства матрицы M:

– каждый столбец опровергается в точ-
ности на одном интервале n-мерного еди-
ничного куба;

– несколько столбцов матрицы опровер-
гаются на одном интервале n-мерного еди-
ничного куба, тогда и только тогда, когда 
все эти столбцы попарно не ортогональные.

Построим по матрице M граф ортого-
нальности GM: его узлами являются столб-
цы матрицы M, и два узла смежные, если 
соответствующие столбцы ортогональные 
хотя бы по одному компоненту. Выделим 
в матрице M максимальную совокупность 
H столбцов, которая опровергается на од-
ном интервале IH единичного куба [1, 2]. 
Вследствие этого все столбцы из H попарно 
не ортогональные. Справедливо следую-
щее: совокупности H столбцов матрицы M 
в графе GM соответствует максимальный 
пустой подграф GH и всякому максималь-
ному пустому подграфу GH соответствует 
совокупность H столбцов, одновременно 
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опровергаемых на одном интервале единич-
ного n-мерного куба. 

Тем самым между максимальными пу-
стыми подграфами и соответствующими 
опровергающими наборами для матрицы M 
имеется соответствие: каждый максималь-
ный пустой подграф определяет опроверга-
ющий набор для матрицы M. Если матрица 
M выполнимая, то множество всех опро-
вергающих интервалов не образует полно-
го покрытия единичного n-мерного куба. 
В противном случае имеется совокупность 
максимальных пустых подграфов, которые 
определяют множество опровергающих на-
боров, покрывающее весь n-мерный единич-
ный куб. Такую совокупность максимальных 
пустых подграфов графа ортогональности 
GM назовем полной. Определенные этими 
подграфами опровержимые интервалы по-
крывают весь единичный n-мерный куб.

Справедливо утверждение.
Теорема 1. Логическая матрица M 

опровержима тогда и только тогда, когда 
в графе ортогональности GM существует 
полная совокупность пустых подграфов. 

Доказательство. В одну сторону. Если 
существует полная система пустых под-
графов, то матрица опровержима на любом 
наборе ее переменных, т.к. каждый набор 
принадлежит некоторому опровергающему 
интервалу.

В другую сторону. Пусть матрица M не 
выполнимая и GM – определяемый ею граф 
ортогональности. Покажем, что для нее су-
ществует полная система пустых подгра-
фов. Строим не избыточную совокупность 
E1, …, Eq максимальных пустых подграфов, 
которые покрывают все узлы графа ортого-
нальности. Каждый подграф Ej определя-
ет множество Hj столбцов, опровержимых 
на интервале Ij, j = 1, 2, …, q. Допустим, 
что объединение ∪j=1,q Ij интервалов не по-
крывает всего единичного n-мерного куба, 
и интервал I не принадлежит объединению 
∪j=1,q Ij. По построению, интервал I ортогона-
лен каждому из интервалов Ij, j = 1, 2, …, q.  
Но тогда на этом интервале все столбцы 
матрицы M истинные, т.е. она выполнимая. 
Противоречие.

Теорема доказана. 
Дополнение ортогональности. Рас-

смотрим преобразование матрицы, когда 
в результирующем графе ортогональности 
не появляются новые ребра. То есть в ре-
зультате преобразования не расширяется 
отношение ортогональности ее столбцов. 

Пусть в матрице M столбцы h1 и h2 ор-
тогональные и в один или оба из них вво-
дится один или два компонента, которые 
определяют отношение ортогональности. 
Рассмотрим вначале случай одного компо-

нента (пусть это будет 1), который вводит-
ся в i-ю строку столбца h1. Следовательно, 
в столбце h2 в той же строке располагается 0.  
Допустим, что узел h1 принадлежит макси-
мальному пустому подграфу E1 с узлами H1, 
определяющему опровергающий интервал 
I1, а h2 – максимальному пустому подграфу 
E2 с узлами H2, определяющему опровер-
гающий интервал I2. Из того, что в графе 
ортогональности GM не появляются новые 
ребра, следует, что в H1 в i-й строке нет ком-
понентов 0. Поэтому добавление 1 в стол-
бец h1 не приводит к расширению интервала 
I1, т.к. в нем i-й компонент есть _ (и тогда 
интервал I1 сужается) или 1 (и тогда интер-
вал I1 не меняется). Следовательно, преоб-
разование либо превращает невыполнимую 
исходную матрицу в выполнимую, либо вы-
полнимая матрица остается выполнимой. 

Рассмотрим случай, когда в матрице M 
столбцы h1 и h2 ортогональные и в оба вво-
дятся компоненты, которые также опреде-
ляют отношение ортогональности. Пусть 
компонент 1 вводится в i-ю строку столбца 
h1, и 0 – в i-ю строку столбца h2. Допустим, 
что узел h1 входит в максимальный пустой 
подграф E1, содержащий узлы H1, и опреде-
ляющий опровергающий интервал I1, а h2 – 
в E2, содержащий узлы H2 и определяющий 
опровергающий интервал I2. Из того, что 
новых ребер в графе ортогональности не по-
является, следует, что в H1 в i-й строке нет 
компонентов 0, а в H2 в i-й строке нет ком-
понентов 1. Тогда добавление 1 в столбец h1 
не приводит к расширению интервала I1, т.к. 
в нем i-й компонент есть _ или 1, а добавле-
ние 0 в столбец h2 не приводит к расшире-
нию интервала I2, т.к. в нем i-й компонент 
есть _ или 0. В первом случае происходит 
сужение интервалов, во втором – интервалы 
не меняются. Следовательно, преобразова-
ние либо превращает исходную невыполни-
мую матрицу в выполнимую, либо выполни-
мая матрица остается выполнимой. 

Тем самым верно утверждение.
Теорема 2. Преобразование, не рас-

ширяющее отношение ортогональности 
столбцов матриц, может лишь ослабить 
свойство невыполнимости, т.е. невыполни-
мая матрица может превратиться в вы-
полнимую, но не наоборот. 

Введение новой ортогональности. 
Рассмотрим преобразования графов орто-
гональности и матриц, которые влекут по-
явление новых ребер. Вначале рассмотрим, 
как расширение ортогональности в матри-
це M отражается на соответствующем графе 
GM [3, 4]. Пусть максимальный пустой под-
граф E1 строится по множеству H1 столбцов 
матрицы, для которых I1 есть опровергаю-
щий интервал. (Отметим, что H1 суть метки 
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подграфа E1). Введение новой ортогональ-
ности в матрице влечет добавление одного 
или нескольких ребер в граф ортогонально-
сти. Возможны несколько случаев. 

Пусть в исходной матрице M в i-й стро-
ке столбцов множества H1 располагаются 
лишь не значащие символы, и в этой строке 
вводится ортогональность на пересечении 
со столбцами h1 и h2. В этом случае граф 
E1 разбивается на два пустых подграфа E1

1 
и E1

2, такие, что в первый входит узел h1, а во 
второй – h2. Граф E1

1 определяет опроверга-
ющий интервал I1

1, а E1
2 – I1

2, ортогональ-
ные в i-м компоненте, а во всех остальных 
компонентах совпадающие с интервалом I1.  
Эти интервалы находятся на расстоянии 1 
друг от друга, и их объединение равно I1. 
Поэтому результирующая матрица оста-
нется выполнимой (не выполнимой) в зави-
симости от того, была ли выполнимой (не-
выполнимой) исходная матрица.

Пусть в исходной матрице i-я строка 
столбцов множества H1 (с точностью до пе-
рестановки) имеет вид 00…0_ _ … _, и на 
пересечении с h-м столбцом компонент _ 
заменяется на 1. Допустим, что нулевых 
компонентов в этой строке k. В этом случае 
в графе ортогональности в пустом подграфе 
E1 появляется k ребер, инцидентных узлу h. 
С точностью до перестановки строка пре-
вращается в такую 00…01 _ … _. В резуль-
тате граф E1 превращается в два максималь-
ных пустых подграфа E1

1 и E1
2, в первом из 

них i-я строка имеет вид 00…0_..._, в дру-
гом 1_..._. Для первого подграфа E1

1 опро-
вергающий интервал I1

1 включает интервал 
I1, в то время как второй E1

2 определяет но-
вый опровергающий интервал, т.к. у него 
в i-м компоненте стоит 1. Таким образом, 
введение новых ортогональностей в этом 
случае превращает исходную матрицу в но-
вую M1, для которой справедливо следую-
щее: если M – не выполнимая, то M1 также 
не выполнимая, с другой стороны, выполни-
мая матрица M может превратиться в не-
выполнимую. 

Аналогично рассматривается случай, 
когда в исходной матрице i-я строка столб-
цов множества H1 (с точностью до пере-
становки) имеет вид 11…1_ _ … _, и на 
пересечении с h-м столбцом компонент _ 
заменяется на 0.

Подводя итог, отметим, что расширение 
ортогональности столбцов в матрице со-
храняет невыполнимость исходной матри-
цы, но может превратить выполнимую ма-
трицу в невыполнимую. 

Теперь рассмотрим, как отражается на 
выполнимости результирующей матрицы 
по сравнению с исходной добавление одно-
го нового ребра в граф ортогональности GM. 

При добавлении нового ребра исходная ма-
трица может преобразовываться как во всех 
трех описанных случаях. При этом в слу-
чаях 2 и 3 значение k = 1. В любом случае 
максимальный пустой подграф, в который 
это ребро вводится, раскладывается на два 
максимальных пустых подграфа. 

Теорема 3. Преобразование матриц, ко-
торое расширяет отношение ортогональ-
ности, может лишь ослабить свойство вы-
полнимости, т.к. матрица из выполнимой 
может превратиться в невыполнимую, но 
не наоборот. 

Соотношение логических матриц 
и графов ортогональности. В одну сто-
рону соотношение между графами орто-
гональности и логическими матрицами 
понятно: если M есть логическая матрица 
размерности [n, m], то по ней однозначно 
строится граф ортогональности GM c m уз-
лами, смежность которых задается отноше-
нием ортогональности столбцов матрицы. 
В обратную сторону ситуация выглядит 
несколько иначе, т.к. одному графу может 
соответствовать несколько логических ма-
триц, которые в общем случае задают не эк-
вивалентные логические функции. 

Определим преобразования матриц, 
которые по одному графу порождают мно-
жество логических матриц. Мы исходим 
из того, что всякая строка v логической ма-
трицы, построенной по графу, определяет 
полный двудольный подграф Gv. Предста-
вим строку v матрицы в виде трех компо-
нентов v0, v1 и v_, состоящих соответствен-
но из 0, 1 и _, что будем обозначать так: 
v =  v0 + v1 + v_. Тогда справедливы следу-
ющие преобразования, которые не меняют 
вида графа ортогональности, построенного 
по матрице.

1. Пусть v0 = v1
0 + v2

0, т.е. нулевые компо-
ненты представляются в виде двух частей. 
Тогда v1

0 + v2
0 + v1 + v_ = {v1

0 + v2
_ + v1 + v_ ∪ 

∪ v1
_ + v2

0 + v1 + v_}. Здесь v1
_ (v2

_) получает-
ся из v1

0 (v2
0) заменой всех нулевых компо-

нентов на _. Преобразование слева направо 
соответствует преобразованию одного пол-
ного двудольного графа в два за счет разде-
ления нулевой доли на два подмножества. 
Оно соответствует преобразованию одной 
строки матрицы в две, или, что то же са-
мое, – введению новой переменной в ло-
гическую формулу. Преобразование справа 
налево, наоборот, соответствует слиянию 
двух полных двудольных графов в один за 
счет объединения нулевых долей, т.е. пре-
вращению двух строк матрицы в одну.

2. Аналогично рассматривается случай, 
когда v1 =  v1

1 + v2
1, т.е. единичные компо-

ненты представляются в виде объединения 
двух частей. 
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Применение этих преобразований сле-

ва направо назовем разложением матрицы, 
а справа налево – сворачиванием.

Очевидно такое утверждение.
Теорема 4. Пусть по графу ортого-

нальности G с m узлами построена ма-
трица M размерности [n, m], в которой 
все столбцы суть векторы, приписанные 
узлам графа G. Тогда эту матрицу мож-
но превратить в матрицу M*, в которой 
в каждой строке в точности один нулевой 
и один единичный компоненты. Причем 
матрица M* единственная с точностью 
до перестановки строк и столбцов неза-
висимо от порядка применения преобра-
зований и М* невыполнима тогда и только 
тогда, когда невыполнима M.

Действительно, последовательное раз-
ложение матрицы приводит к матрице, 
в которой каждая строка определяет ре-
бро. Тем самым предельная матрица M* 
не подлежит дальнейшему разложению 
и определена единственным образом. Ма-
трица M имеет полную систему пустых 
подграфов тогда и только тогда, когда ею 
обладает матрица M*.

Можно привести примеры матриц, опре-
деляемых одним графом, которые обладают 
разными предельными матрицами разложе-
ния. Действительно, рассмотрим граф K4, 
узлы которого помечены векторами: a: 00, 
b: 01, c: 10, d: 11. Предельное разложение 
соответствующей матрицы выглядит, как на 
рис. 1, а.

Тот же граф K4 порождает матрицу как 
на рис. 2, а. Ее предельное разложение при-
ведено на рис. 2, б. Из сравнения рис. 1, а, 
и рис. 2, б, видно, что в матрице на рис. 1, а, 
число строк на единицу превосходит число 
ребер графа K4, в то время, как в матрице 
на рис. 2, б, число строк совпадает с чис-
лом ребер графа K4. Это происходит пото-

му, что в матрице на рис. 1, а, имеются две 
строки  _ 0 1 _ и _ 1 0 _, определяющие ор-
тогональность узлов b и c, а в матрице на 
рис. 2, б, имеется только одна такая строка. 

Описанное разложение матрицы не ме-
няет граф ортогональности, но добавляет 
одну новую переменную. Справедлива та-
кая теорема.

Теорема 5. Пусть матрица M1 получе-
на разложением матрицы M. Тогда из вы-
полнимости матрицы M следует выполни-
мость матрицы M1, и из невыполнимости 
M1 следует невыполнимость M. 

Доказательство вытекает из того, что 
выполнимость функции (x∨A)(x∨B)(`x∨C) 
влечет выполнимость функции (x∨A)(y∨B)
(`x∨`y∨C). И наоборот, невыполнимость 
функции (x∨A)(y∨B)(`x∨`y∨C) влечет невы-
полнимость (x∨A)(x∨B)(`x∨C).

Горизонтальное разложение матриц. 
Разделим M на две непересекающиеся под-
матрицы M1 и M2 размерности соответствен-
но [n1, m] и [n2, m], n1 + n2 = n. Если хотя бы 
одна из матриц M1 или M2 выполнимая, то 
матрица M выполнимая. Рассмотрим случаи, 
когда невыполнимы обе матрицы M1 и M2.

Пусть матрица M1 определяет граф ор-
тогональности G1, а матрицы M1 – граф G2, 
и Emp1⊆G1 и Emp2⊆G1 суть два полных мно-
жества максимальных пустых подграфов. 
Тем самым получаем, что обе матрицы M1 
и M2 невыполнимые. Однако невыполни-
мость этих подматриц не влечет невыпол-
нимости матрицы M. Она может быть вы-
полнимой. 

Справедлива следующая теорема.
Теорема 6. 1. Матрица M выпол-

нима тогда и только тогда, когда 
$E1∈Emp1$E2∈Emp2(E1∩E2 = ∅).

2. Матрица M невыполнима тогда 
и только тогда, когда ∀E1∈Emp1∀E2∈ 
∈Emp2(E1 ∩E2 ≠ ∅).

   Рис. 1, а          Рис. 2, а   Рис. 2, б 

Матрицы
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Доказательство. 1. Пусть для двух мак-

симальных пустых подграфов E1 и E2 вы-
полняется соотношение E1∩E2 =  ∅. Пусть 
опровергающие интервалы, определяемые 
подграфом E1 и E2, суть соответственно I1 
и I2. Следовательно, все столбцы матрицы 
M1, которые определяются дополнением 
подграфа E1, выполнимые на интервале I1. 
А все столбцы матрицы M2, которые опре-
деляются дополнением подграфа E2, вы-
полнимые на интервале I2. Но тогда множе-
ство столбцов матрицы M2, определяемых 
подграфом E1, выполнимо на интервале I2. 
Следовательно, вся подматрица матрицы 
M, выделяемая подграфом E1, выполнима 
на интервале I1I2. Но тогда на этом интер-
вале выполнима и вся матрица M. Первое 
утверждение доказано.

2. Следует из 1 по закону контрапозиции. 
Теорема доказана.
Таким образом, проблема исследования 

выполнимости и невыполнимости логиче-
ской матрицы сводится к исследованию от-
ношений между базисами, определяемыми 
частями, получаемыми в результате гори-
зонтального расщепления матрицы [5]. 

Выводы
Исследование соотношения логических 

матриц и определяемых ими графов орто-
гональности позволяет заключить следую-
щее. Логическая матрица невыполнима тог-
да и только тогда, когда соответствующий 
граф ортогональности обладает полным 
множеством максимальных пустых под-
графов. При горизонтальном разложении 
матрицы ее невыполнимость определяется 
соотношением базисных графов ее компо-
нентов.
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