
27

 НАУЧНОЕ ОБОЗРЕНИЕ   № 1,  2019 

 ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ (05.09.00, 05.11.00, 05.12.00, 05.13.00) 
УДК 681.51

ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ 
МНОГОСВЯЗНЫХ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ  

С ОДНОТИПНЫМИ ПОДСИСТЕМАМИ
Ильясов Б.Г., Саитова Г.А., Халикова Е.А.

ФГОУ ВО «Уфимский государственный авиационный технический университет», Уфа,  
e-mail: khalikova_elena@mail.ru

В статье рассматривается решение задачи определения абсолютной устойчивости однотипных много-
связных систем автоматического управления, которые содержат в каждом канале управления идентичную 
нелинейность. Известна постановка и решение задачи абсолютной устойчивости положения равновесия не-
линейной одномерной системы с одним входом и одним выходом, у которой нелинейность расположена 
в заданном угле. Решение данной задачи осуществляется на основе частотного критерия В.М. Попова, но 
данный критерий не подходит для определения абсолютной устойчивости многосвязных систем автоматиче-
ского управления. Поэтому в статье предлагается формулировка и пример применения частотного критерия, 
позволяющего определить достаточное условие абсолютной устойчивости нелинейной многосвязной си-
стемы управления, основанного на системном описании многосвязных систем автоматического управления 
через характеристики подсистем и многомерные элементы связи между ними. В качестве индивидуальной 
характеристики отдельной подсистемы рассматривается ее передаточная функция в режиме управления, ког-
да подсистема функционирует в изолированном от других подсистем состоянии, сложность представляет 
наличие внутренних нелинейных связей и взаимозависимость подсистем. Эффективность предложенного 
критерия подтверждается путем имитационного моделирования с использованием интерактивного инстру-
мента для моделирования, имитации и анализа динамических систем Simulink.

Ключевые слова: нелинейная система управления, абсолютная устойчивость, достаточное условие, показатели 
качества управления
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The article deals with the solution of the problem of determining the absolute stability of the same type of multi-

connected control systems, which contain an identical nonlinearity in each control channel. Known formulation and 
solution of the problem of absolute stability of the equilibrium position of a nonlinear system with one input and one 
output, in which the nonlinearity is located at a given angle. The solution of this problem is based on the frequency 
criterion of V. M. Popov., but this criterion is not suitable for determining the absolute stability of multi-connected 
systems. Therefore, the article proposes a frequency criterion that allows to determine a sufficient condition for the 
absolute stability of a nonlinear multi-connected control system based on the system description of the MSAU through 
the characteristics of connections and characteristics of subsystems. As an individual characteristic of a separate 
subsystem, its transfer function is considered in the control mode, when the subsystem operates in an isolated condition 
from other subsystems. The effectiveness of the proposed criterion is confirmed by modeling with Simulink.
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Рассматривается классическая задача 
анализа устойчивости положения равно-
весия нелинейных гомогенных много-
связных систем, которые в каждом канале 
содержат нелинейность, расположенную 
в заданном угле.

Известна постановка и решение зада-
чи [1] абсолютной устойчивости положения 
равновесия нелинейной системы с одним 
входом и одним выходом, у которой не-
линейность расположена в заданном угле. 
Решение данной задачи осуществляется на 
основе подхода к проектированию сложных 
систем на основе описания МСАУ через 
характеристики подсистем и многомерные 
элементы связи между ними [2–4]. 

В данной статье рассматривается реше-
ние данной задачи для класса нелинейных 

гомогенных многосвязных систем автома-
тического управления.

Цель исследования: определить доста-
точное условие абсолютной устойчивости 
нелинейной многосвязной системы управ-
ления, основанное на системном описании 
МСАУ через характеристики связей и ха-
рактеристики подсистем 

Для описания системы используют-
ся методы теории управления, а именно: 
частотные методы; методы теории функ-
ций действительного и комплексного 
переменного и функционального анали-
за; методы системного анализа; основы 
матричного исчисления; методы теории 
множеств; методы линейной алгебры; 
методы имитационного и математическо-
го моделирования.
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Пусть имеется нелинейная гомогенная 
многосвязная система (рис. 1) с несвязны-
ми регуляторами, при условии, что x0(t) = 0, 
описываемая следующими операторными 
уравнениями:
 X(p) = Wн(а, p)Wл(p)E(p),  (1)
где p – оператор дифференцирования.

Идентичные нелинейности находят-
ся только в прямых каналах связи, а пере-
крестные связи между подсистемами явля-
ются голономными. Нелинейности (рис. 2) 
представляют собой однозначные статиче-
ские характеристики произвольного вида, 
удовлетворяющие условию ( )0 F kε≤ ≤

ε
.

Рис. 2. Характеристики нелинейностей МСАУ

Все линейные звенья подсистем в ра-
зомкнутом состоянии объединены в линей-
ную часть с передаточной функцией Wл(p). 
Будем также предполагать, что линейные 
части подсистем устойчивые и порядок их 
астатизма не превышает двух. 

Введем следующие обозначения:

 Фi(а,p) =   (2)

Фi(а,p) – передаточная функция i-й сепа-
ратной подсистемы в режиме управления.

Для гомогенных систем динамиче-
ские характеристики локальных подсистем 
идентичны:

Ф1[a,p] = Ф2[a, p] =…= Ф[a, p].

Характеристическое уравнение нели-
нейной гомогенной МСАУ:

2 3
2 31 [ , ] [ , ] [ , ] 0,n

nh a p h a p h a p+ …++ Φ + Φ Φ =  (3)
где характеристика многомерной связи hi 
равна
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Рассмотрим следующую задачу: требу-
ется определить условия абсолютной устой-
чивости положения равновесия нелинейной 
гомогенной многосвязной системы.

Анализ абсолютной устойчивости
С учетом (3) введем в рассмотрение ал-

гебраическое уравнение связи относитель-
но переменной x следующего вида:
 2 3

2 31 ... 0,n
nh x h x h x+ + + + =   (4)

где Ф[a, p] = x, а {xi} – множество корней 
уравнения связи, где i = 1,2 ..n.

Условием наличия в нелинейной много-
связной системе периодических движений 
является прохождение локальной амплитуд-
но-фазовой частотной характеристики (АФХ) 
Ф(a,jw) подсистемы через одно из значений 
множества корней {xi} уравнения (4), играю-
щих роль критических точек [5, 6].

В этом случае справедливо равенство

   (5)

где xi = ai ± jb, i = 1,2 ..n.

Рис. 1. Структурная схема нелинейной МСАУ
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Выделим линейные и нелинейные ха-

рактеристики разомкнутой подсистемы 
из уравнения (5):

 Wн(a)Wл(jw) ( , ) ,
1 ( , )

a j
a j

Φ ω
− Φ ω

=   (6)

где Wл(jw) ( ) ( )U jV= ω + ω , а коэффициент 
передачи нелинейного элемента возьмем 
предельным из диапазона ( )0 F kε≤ ≤

ε
, т.е. 

Wн(a) = k.
Подставляя xi вместо Ф(а,jw) в уравне-

ние (6), получим

Wн(a)Wл(jw) = 
1

i

i

x
x−

 = ci + jdi 

или

kWл(jw) = 
1

i

i

x
x−

 = ci + jdi.

Откуда получаем условие, при котором 
нелинейная многосвязная система находит-
ся на границе устойчивости 

Wл(jw) = *1 ,
(1 )

i i i
i

i

x c jd
x

x k k
+

⋅ = =
−

 

 i = 1,2 ..n,  (7)
где *

ix  – назовем модифицированным корнем.
Следовательно, корректна формули-

ровка критерия абсолютной устойчивости 
МСАУ в следующем виде.

Если гомогенная многосвязная систе-
ма состоит из подсистем, устойчивых или 
нейтральных в разомкнутом состоянии 
и содержащих нелинейные элементы с ха-
рактеристиками ( )y F= ε , лежащими в ди-

апазоне ( )0 F kε≤ ≤
ε

, то для абсолютной 

устойчивости положения равновесия этой 
системы достаточно, чтобы АФХ Wл(jw) не 
охватывала ни один из модифицированных 
корней *

ix , i =1,2 ..n (рис. 3).
Таким образом, анализ абсолютной 

устойчивости положения равновесия нели-
нейной гомогенной многосвязной системы 
состоит из следующих этапов:

1) определение линейных характери-
стик разомкнутых подсистем Wл(jw);

2) определение диапазона нелинейных 
характеристик ( )0 F kε≤ ≤

ε
;

3) нахождение корней характеристиче-
ского уравнения связи xi;

4) вычисление модифицированных кор-
ней *

ix , i = 1,2 n;

5) построение на комплексной плоско-
сти годографа Wл(jw) и модифицированных 
корней *

ix , i = 1,2 ..n;
6) оценка абсолютной устойчивости по-

ложения равновесия нелинейной гомоген-
ной многосвязной системы по частотному 
критерию.

Рис. 3. Расположение относительно годографа 
модифицированных корней: ○ – устойчивой 

системы; * – неустойчивой системы;  
∆ – на границе устойчивости

Зная АФХ Wл(jw) подсистем, из соот-
ношения (7) можно получить предельное 
значение k для диапазона, в котором могут 
располагаться нелинейные характеристики 
произвольной формы: 

 i = 1,2 ..n. (8)

Это можно сделать в следующем порядке:
– определить линейные характеристики 

разомкнутых подсистем Wл(jw);
– построить на комплексной плоско-

сти относительно параметра k кривые 
D-разбиения для каждого модифицирован-
ного корня, при i = 1, 2 ..n.

– определить устойчивую область по k 
и вещественные значения k, при которых 
нелинейная гомогенная многосвязная си-
стема будет устойчива.

Пример анализа влияния параметров 
системы управления  

на абсолютную устойчивость
Определить предельное значение k 

для диапазона, в котором могут распола-
гаться нелинейные характеристики, при 
которых у трехсвязной системы (рис. 1) 
будет абсолютно устойчивое положение 
равновесия. 
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Передаточная функция объекта имеет вид

1 0,5 0
1 1 1 1 .

( 1)
2 4,5 1

ijW
s s

 
 
 +
 − 

=

1. Передаточные функции Фi(a,p), 
i = 1,2,3 сепаратных каналов в режиме 
управления 

 Фi(a,p) =  (9)

где Wнi(a) = k, i = 1,2,3.
2. Находим корни характеристическо-

го уравнения связи xi. Характеристическое 
уравнение имеет вид 

2 3
2 31 [ , ] [ , ] 0,h a p h a p+ Φ + Φ =

где h2 = 4, h3 = 1.
Корни характеристического уравне-

ния связи 1 + 4х2 + х3 = 0 равны x1 = –4,06 
x2,3 = 0,03 ± j0,5.

3. Выделим линейные и нелинейные ха-
рактеристики разомкнутой подсистемы из 
уравнения (9) и вычислим значения Ki(jw) 
для каждого корня характеристического 
уравнения:

Wл(jw) 2

1 1
( 1) ( )s s j j

= =
+ ω + ω

; 

,

, 

4. Построим кривые D-разбиения Ki(jw), 
i =1, 2, 3 на комплексной плоскости (рис. 4). 
Важными являются только вещественные 
значения k. Значения k при различных кор-
нях характеристического уравнения будут 
располагаться в следующем диапазоне: 

0 ≤ k1 ≤ +∞; 0 ≤ k2 ≤ 0,22; 0 ≤ k3 ≤ +∞.
Из всех полученных значений выбира-

ется минимальная область вещественных 
значений 0 ≤ k ≤ 0,22. Это значения k, при 
которых нелинейная трехсвязная система 
с нелинейными характеристиками про-
извольного вида, лежащими в диапазоне 

( )0 0,22F ε≤ ≤
ε

 будет устойчивой.

Пусть нелинейная характеристика на-

ходится в диапазоне 0 ≤ 
( )F ε
ε

 ≤ 1, т.е. k =1 
лежит за пределами диапазона 0 ≤ k ≤ 0,22. 
В этом случае положение равновесия систе-
мы неустойчивое (рис. 5).

Если нелинейная характеристика на-
ходится в диапазоне 0 ≤ ( )F ε

ε
 ≤ 0,1, т.е. 

k = 0,1 лежит в диапазоне 0 ≤ k ≤ 0,22, то 
положение равновесия системы устойчи-
вое, что подтверждается результатами мо-
делирования (рис. 6).

      

а)                                                                                        б)

Рис. 4. Значения k при различных корнях характеристического уравнения:  
а) 0 ≤ k ≤ +∞; б) 0 ≤ k ≤ 0,22
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Заключение 
Таким образом, предложенный частот-

ный критерий дает достаточное условие 
абсолютной устойчивости положения рав-
новесия нелинейной гомогенной многосвяз-
ной системы автоматического управления.

Работа выполнена при поддержке гран-
тов РФФИ № 18-08-00702 А «Развитие 
методов анализа устойчивости много-
связных динамических систем управления 
сложными техническими объектами»,  
№ 18-08-01299 А «Проектирование интел-
лектуальных многосвязных систем управле-
ния статически неустойчивыми автоном-
ными подвижными объектами на основе 
методов нелинейной динамики, машинного 
обучения и искусственных нейронных сетей».
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Рис. 5. Вид нелинейности и переходные процессы при k = 1

                  

Рис. 6. Вид нелинейности и переходные процессы при k =0,1


