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ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ РАЗВИТИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ МЕТОДОВ 

РЕШЕНИЯ ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
И СТРОИТЕЛЬНОЙ МЕХАНИКИ ПЛАСТИНОК 
Коробко В.И., Коробко А.В., Савин С.Ю., Черняев А.А.

Приокский государственный университет, Орел, e-mail:vikor10@mail.ru

Изложены основные этапы разработки и развития геометрических методов определения интеграль-
ных физических характеристик в двумерных задачах теории упругости и строительной механики пласти-
нок за последние 30 лет: изопериметрического метода (ИЗПМ), метода интерполяции по коэффициенту 
формы (МИКФ), метода интерполяции по отношению внутреннего к внешнему конформных радиусов 
(МИОКР). В основу этих инженерных методов положены изопериметрические свойства интегральных 
геометрических характеристик – коэффициента формы области и отношения её конформных радиусов, 
а также закономерности изменения этих характеристик при моделировании формы исследуемой области. 
В обзоре кратко изложены основные свойства указанных геометрических характеристик, составляющих 
геометрическую основу разрабатываемых методов. Исследованиями авторского коллектива доказано, что 
рассматриваемые в обзоре интегральные физические характеристики обладают изопериметрическими 
свойствами, аналогичными геометрическим характеристикам. Поэтому удалось свести решение сложных 
физических задач к решению элементарной геометрической задачи – исследованию поведения интеграль-
ной геометрической характеристики при моделировании формы области. Сущность ИЗПМ заключается 
в построении одно- или двусторонних неравенств, которые ограничивают с двух сторон искомую физи-
ческую характеристику. Для успешного применения этого метода были построены граничные кривые в 
координатных осях «физическая характеристика – интегральный геометрический параметр». С большей 
точностью могут быть определены рассматриваемые физические параметры с помощью МИКФ. В отличие 
от ИЗПМ этот метод позволяет получать аналитические зависимости, связывающие физические характе-
ристики с геометрическими. Этот метод развит достаточно глубоко, охватывает большое число решаемых 
задач. В последние годы этот метод получил развитие для расчета ортотропных пластинок и решения задач 
определения жесткости пластинок на упругом основании. Сделаны также существенные шаги для при-
менения этого метода к решению задач устойчивости пологих оболочек. При использовании МИОКР точ-
ность получаемых результатов возросла, поскольку область возможных решений, представленная в коор-
динатных осях «физическая характеристика – интегральный геометрический параметр» стала вдвое уже, 
чем при использовании коэффициента формы. В представленном обзоре показано как последовательно 
шаг за шагом и целенаправленно развивались рассматриваемые геометрические методы для решения дву-
мерных задач теории упругости и строительной механики. 

Ключевые слова: двумерные задачи теории упругости и строительной механики, поперечный изгиб, 
свободные колебания, устойчивость пластинок, чисто кручение призматических стержней, 
интегральные геометрические характеристики формы области, геометрические методы.
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The basic stages of design and development of geometric methods for determining the integral of the physical 
characteristics in two-dimensional problems of elasticity theory and structural mechanics of plates over the last 
30 years: isoperimetric method (SPM), the method of interpolation by shape factor (MICF), the interpolation 
method against the inner to the outer conformal radii (MICR). The basis of these engineering methods is based on 
isoperimetric properties of the integral of geometric characteristics – the shape factor of the region and its relations 
of conformal radii, and patterns of change of these characteristics when modeling the shape of the study area. The 
review summarizes basic properties of these geometric characteristics, the components of the geometric basis of 
the developed methods. The research authors proved that the reviewed integrated physical characteristics have 
isoperimetric properties similar geometric characteristics. Therefore, we were able to reduce the solution of complex 
physical problems to the solution of elementary geometrical problem – the study of behavior of integral geometric 
characteristics when modeling the shape of the region. The essence ISPM is to build one – or two-sided inequalities, 
which limit two sides of the desired physical characteristic. For the successful application of this method were built 
boundary curves in the coordinate axes of the “physical characteristic integral – geometric setting”. More accurately 
can be determined the physical parameters using MICF. Unlike ISPM this method allows to obtain analytical 
expressions linking physical characteristics with geometric. This method is developed quite deeply, and covers a 
large number of tasks. In recent years this method has been developed for the calculation of orthotropic plates and 
solving the problems of determining the stiffness of the plates on elastic Foundation. Also made signifi cant steps to 
applying this method to the solution of problems of stability of shallow shells. When using MICR the accuracy of 
the results increased, because the scope of possible solutions, represented in coordinate axes “physical characteristic 
integral – geometric setting” has become twice narrower than when using the shape factor. In the present review it 
is shown how step by step and consistently developed under consideration of geometric methods for solving two-
dimensional problems of elasticity theory and structural mechanics.

Keywords: bending, free vibration, stability of plates, pure torsion of prismatic rods, integral geometric characteristics 
of the shape of the area, geometric methods
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Введение
Пластинки, как элементы несущих и 

ограждающих конструкций, широко рас-
пространены в строительстве и специаль-
ном машиностроении (судо- и авиастрое-
нии). Одной из важнейших задач при рас-
чете пластинок является оценка их жестко-
сти. Точные методы определения прогибов 
пластинок известны лишь для некоторых 
форм пластинок при простых видах гранич-
ных условий и нагрузки [1, 104]. Как прави-
ло, это прямоугольные и круглые пластинки 
при однородных граничных условиях. На 
практике часто встречаются пластинки 
сложной формы и сложными граничными 
условиями. 

Такие задачи решаются с привлечением 
различных приближенных методов, чаще 
всего численных, реализуемых в современ-
ных программных комплексах: SCAD, 
ANSYS и др. Однако эти методы обладают 
известным существенным недостатком, за-
ключающемся в выполнении однократного 
расчета и отсутствии возможности каче-
ственной и количественной оценки полу-
ченного результата среди всего множества 
форм пластинок с выпуклым контуром и 
идентичными граничными условиями.

Этого недостатка лишены геометриче-
ские методы строительной механики, осно-
ванные на физико-геометрической анало-
гии интегральных физико-механических 
характеристик (ФМХ) пластинок и инте-
гральной геометрической характеристикой 
– коэффициентом формы Кf односвязной 
области с выпуклым контуром (термин «ко-
эффициент формы» введен в строительную 
механику В.И. Коробко). 

Такие методы широко используются 
при решении двумерных задач математи-
ческой физике [103], когда для оценки ин-
тегральной ФМХ заданной области стро-
ятся одно- или двусторонние изопериме-
трические неравенства, основанные на 
изопериметрических свойствах коэффици-
ента формы. 

К решению некоторых двумерных задач 
строительной механики пластинок изопе-
риметрический метод (ИЗПМ) впервые 
применил В.И. Коробко. В 1975 году он ис-
пользовал его при решении задачи о несу-
щей способности пластинок, находящихся в 
предельном состоянии [50]. Именно с этой 
статьи началось активное развитие изопе-
риметрического метода. Благодаря исследо-
ваниям В.И. Коробко и работам его много-

численных учеников этот метод получил 
существенное развитие по многим направ-
лениям. 

В настоящее время из него выделились 
два новых инженерных метода, позволяю-
щих определять интегральные ФМХ уже не 
с помощью неравенств, а с помощью анали-
тических зависимостей, которые строятся 
для определенного подмножества областей. 
В этих аналитических зависимостях геоме-
трическими аргументами являются коэф-
фициент формы и отношение внутреннего к 
внешнему конформных радиусов ṙ/ֿr . Поэ-
тому первый из указанных методов назвали 
методом интерполяции по коэффициенту 
формы (МИКФ), а второй – методом интер-
поляции по отношению конформных радиу-
сов (МИОКР). 

К числу задач, которые могут быть ис-
следованы этими методами, относятся по-
перечный изгиб, свободные колебания и 
устойчивость упругих пластинок, а также 
чистое кручение упругого стержня. При 
этом находятся: величина максимального 
прогиба пластинок w0, основная частота ко-
лебаний их в ненагруженном состоянии w, 
критическое усилие при равномерном все-
стороннем сжатии пластинок q0, геометри-
ческая жесткость сечения G.

В настоящей обзорной статье показаны 
основные этапы работ по разработке, разви-
тию и совершенствованию указанных гео-
метрических методов за последние 30 лет. 

1. Коэффициент формы односвязной 
области с выпуклым контуром

Коэффициент формы односвязной обла-
сти с выпуклым контуром определяется с 
помощью контурного интеграла 

,
h
dsK

L
fa

 
                       (1)

где ds – элементарный участок контура не-
которой двумерной области,

h – перпендикуляр, опущенный из про-
извольной точки «а», называемой полюсом, 
на участок контура ds (рис. 1). 

Из выражения (1) для областей с криво-
линейным контуром (рис. 1,а) получим:
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,                 (2)

где r = r(φ) – полярное уравнение контура 
области с полюсом в точке «а», а для обла-
стей с полигональным контуром (рис. 1,б):



56

SCIENTIFIC REVIEW     TECHNICAL SCIENCES     №3,     2016

TECHNICAL  SCIENCES

а)                                                                                      б)
Рис. 1. К определению коэффициента формы

а) область с криволинейным контуром; б) область с полигональным контуром

n

i

n

i
2ii

i

i
fa

R
ctgctg

h
l

K
1 1

2
 ,(3)

где n – количество сторон многоугольника;
А – площадь области; 
R – максимальный радиус вписанной 

окружности; остальные обозначения указа-
ны на рисунке. 

Как показано в многочисленных рабо-
тах по рассматриваемой проблеме, эта ха-
рактеристика является геометрическим ана-
логом интегральных физических характе-
ристик в двумерных задачах строительной 
механики, теории упругости и пластично-
сти и широко используется при решении 
двумерных задач математической физики 
[103] и теории упругости [18]. В связи с 
этим многие сложные двумерные задачи те-
ории упругости сводятся к решению эле-
ментарной геометрической задачи – анали-
зу изменения свойств коэффициента формы 
при различных геометрических преобразо-
ваниях заданной области. 

В любой выпуклой области (рисунок 1) 
существует единственная точка «a», для ко-
торой значение коэффициента формы ми-
нимально [103]: min Kfa = Kf. Именно эти 
значения коэффициента формы использу-
ются далее в рассматриваемом методе. В 
работах [18, 83] приведены формулы для 
определения Kf выпуклых областей различ-
ного очертания и подробные исследования 
его изопериметрических свойств. 

Коэффициент формы обладает целым 
рядом «замечательных» изопериметриче-
ских свойств и закономерностей, которые и 
составили теоретическую основу геометри-
ческих методов. 

Укажем наиболее значимые из них.
1. Kf дает количественную оценку фор-

мы геометрических фигур с выпуклым кон-

туром и может служить критерием для 
оценки их «правильности» (симметрично-
сти): чем меньше Kf, тем более «правиль-
нее» фигура.

2. Из всего множества выпуклых фигур 
наименьшее значение Kf = 2p имеет круг; из 
всех четырёхугольников наименьшее значе-
ние Kf = 8 имеет квадрат; из всех треуголь-
ников наименьшее значение Kf = 10,392 име-
ет равносторонний треугольник.

3. Всё множество коэффициентов фор-
мы для фигур с выпуклым контуром, пред-
ставленное в виде функции параметра R/r, 
ограничено сверху значениями Kf для много-
угольников, все стороны которых касают-
ся вписанной окружности (в том числе 
правильных n-угольников и равнобедренных 
треугольников), а снизу – значениями Kf  для 
эллипсов Здесь r – минимум радиусов кругов, 
описанных вокруг области.

4. Всё множество коэффициентов фор-
мы четырёхугольных выпуклых фигур, пред-
ставленные в координатах Kf – R/ρ, ограни-
чены сверху значениями Kf для треугольни-
ков и многоугольников, все стороны кото-
рых касаются вписанной окружности, а 
снизу – значениями Kf для прямоугольников.

5. Всё множество значений Kf для па-
раллелограммов равной высоты, представ-
ленное в координатных осях Kf – R/r, ограни-
чено сверху значениями Kf для ромбов, снизу 
– для прямоугольников: всё множество зна-
чений Kf для трапеций, представленное в 
координатах Kf – R/ρ, ограничено сверху 
значениями коэффициентов формы для 
треугольников и многоугольников, все сто-
роны которых касаются вписанной окруж-
ности, снизу – для прямоугольников. 

Все указанные выше свойства коэффи-
циента формы представлены графически на 
рисунке 2.



ТЕХНИЧЕСКИЕ  НАУКИ

НАУЧНОЕ ОБОЗРЕНИЕ     ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ     №3,     2016

57

Рис. 2. Графическое представление свойств коэффициента формы

I – правильные многоугольники; II – равнобедренные треугольники; III – эллипсы; 
IV – прямоугольники; V – ромбы; VI – аффинно-правильные шестиугольники; 

r – минимальный радиус описанной окружности

В математической физике известна дру-
гая интегральная физическая характеристи-
ка формы односвязной области с выпуклым 
контуром – отношение конформных радиу-
сов – внутреннего к внешнему rr . Это от-
ношение было впервые использовано в ка-
честве обобщенного геометрического аргу-
мента в работах В.И. Коробко и А.Н. Ху-
сточкина для решения задач устойчивости 
пластинок [72, 73, 74, 76, 79]. 

Формулы для нахождения внутреннего 
r  и внешнего r  конформных радиусов для 
целого ряда односвязных областей с выпу-
клым контуром известны из теории кон-
формных отображений [2, 3, 103]:
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где n – число сторон; 
L – периметр; 
Г(x) – Гамма-функция;

– для произвольных треугольников с 
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где α – угол ромба;
– для эллипсов с полуосями a и b (a ≥ b)
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где ;eñ ba  
α – аргумент комплексных чисел – точек 

окружности, образами которых при кон-
формном отображении служат вершины 
прямоугольника, при этом, центр прямоу-
гольника совпадает с началом координат, а 
стороны параллельны координатным осям; 
принято (-1)!! = 1.

Сопоставление изопериметрических 
свойств коэффициента формы и отношения 
конформных радиусов [86, 92, 93, 94, 114] 
показало их полную идентичность. В связи 
с этим методики применения МИКФ и МИ-
ОКР оказались практически одинаковыми. 

3. Изопериметрический метод (ИЗПМ)
Теоретические основы изопериметри-

ческого метода для решения задач строи-
тельной механики пластинок разработаны 
профессором В.И. Коробко и представлены 
в его публикациях [50, …, 72]. В основу это-
го метода положены: 

– свойство о двусторонней ограниченно-
сти коэффициента формы для всего множе-
ства областей с выпуклым контуром (рис. 2);

– свойства геометрической операции сим-
метризации Штейнера при преобразовании 
таких областей. 

Рис. 3. Границы изменения интегральных физических характеристик F

При исследовании интегро-дифферен-
циальных соотношений двумерных задач 
теории упругости и строительной механи-
ки удалось выделить из них в явном виде 
коэффициент формы области [54, 55, 57, 64]. 
А поскольку интегральные физические ха-
рактеристики (F) в рассматриваемых зада-
чах функционально зависят от свойств ко-
эффициента формы, то графическое пред-
ставление зависимости F(Кf) убедительно 
показало, что все множество значений F 
обладают точно такими же изопериметри-
ческими свойствами, что и коэффициент 
формы. 

По аналогии с рисунком 2 на рисунке 3 
построены зависимости F(1/Кf), где гранич-
ные кривые соответствуют тем же кривым, 
что и на рисунке 2. Аргумент 1/Кf принят 
для удобства графического представления 
рассматриваемых графиков. 

Из рисунка 3 вытекает сущность изопе-
риметрического метода. Путем использова-
ния, например, точных и приближенных 
численных методов необходимо построить 
граничные кривые, указанные на рисунке 3. 
Для получения двусторонних изопериме-
трических неравенств для оценки инте-
гральной величины F заданной области 
(пластинки, мембраны, сечения) определя-
ется коэффициент формы, строится верти-
каль, соответствующая этому Кf, точки пе-
ресечения этой вертикали с граничными 
кривыми дают границы изменения искомой 
величины F. 
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Другой способ реализации изопериме-
трического метода заключается в следую-
щем. Пусть, например, задана трапецеи-
дальная шарнирно опертая по контуру пла-
стинка, нагруженная равномерно распреде-
ленной нагрузкой. Путем симметризации 
этой пластинки или с использованием аф-
финных преобразований преобразуем ее в 
треугольную и прямоугольную пластики 
(т. 3 и т. 5 на рисунке 3). Значения макси-
мального прогиба для этих пластинок дают 
двусторонние границы искомого решения 
для заданной трапецеидальной пластинки. 

Первыми работами по развитию ИЗПМ 
были публикации [50, 51, 59]. Обобщающие 
результаты этих работ приведены в моно-
графии [60]. Функциональная связь F и Kf в 
задачах технической теории пластинок 
была установлена в работах [52, 54, 55]. В 
статье [53] ИЗПМ использовался для реше-
ния задач поперечного изгиба пластинок, в 
статье [56] – задач устойчивости пластинок, 
а в статье [58] – задач свободных колебаний 
пластинок. В статьях [61, 62, 63, 65] была 
подробно исследована геометрическая сто-
рона задачи: геометрические преобразова-
ния, графическое представление границ, 
графоаналитический способ определения 
интегральных ФМХ. В статье [66] ИЗПМ 
был применен к решению задачи чистого 
кручения призматического бруса. 

В статьях [67, 68] рассматривались во-
просы сравнимости F и Кf в задачах строи-
тельной механики, описываемых уравнения-
ми эллиптического типа второго и четвертого 
порядка, а в статьях [71, 75] исследовалась 
возможность использования ИЗПМ в задачах 
расчета пластинок на упругом основании.

В монографиях [77, 80] подытожены ре-
зультаты исследований по развитию и при-
менению ИЗПМ к решению двумерных за-
дач строительной механики и теории упру-
гости. В статье [78] отмечены недостатки 
ИЗПМ, изложены перспективы его разви-
тия. Среди одного из указанных направле-
ний предлагается разработать метод расче-
та, который бы позволял получать аналити-
ческие решения, связывающие функцио-
нально интегральные ФМХ с коэффициен-
том формы области. Эту статью можно 
считать отправной точкой, от которой нача-
лась разработка и развитие нового инженер-
ного метода решения двумерных задач 
строительной механики, который в даль-
нейшем получил название метод интерпо-
ляции по коэффициенту формы. 

4. Метод интерполяции 
по коэффициенту формы

На начальном этапе разработки и разви-
тия метода интерполяции по коэффициенту 
форм использовался прием непрерывного 
геометрического преобразования заданной 
области, при котором получаются такие об-
ласти, решения для которых известны, при-
чем искомое решение находится между ре-
шениями для этих двух областей. При этом 
все промежуточные фигуры объединены 
каким-либо одним геометрическим параме-
тром: отношение сторон, угол при вершине 
треугольника, угол между сторонами ром-
ба, угол для секториальных областей и т.п. 
Используя этот параметр как аргумент в не-
которой функции, приводящей к удовлетво-
рению «граничным» решениям, получают 
приближенную аналитическую зависи-
мость, объединяющую все решения для по-
лученного подмножества областей при вы-
бранном геометрическом преобразовании. 
Для нахождения интегральной ФМХ для 
заданной области необходимо в получен-
ную аналитическую зависимость подста-
вить аргумент, соответствующий заданной 
области (рисунок 3, точка а на кривой 3-5). 
Именно так были получены решения в ста-
тьях [4, …, 12] при исследовании задач чи-
стого кручения секториальных и паралле-
лограммных сечений, а также в задачах по-
перечного изгиба параллелграммных и тра-
пецеидальных пластинок. В статье [12] 
предлагаемый метод поучил свое название 
как метода интерполяции по коэффициенту 
формы, поскольку в ней было предложено 
для любых областей с выпуклым контуром 
при подборе аналитических зависимостей 
для определенного подмножества областей, 
объединенных одним геометрическим пре-
образованием, использовать коэффициент 
формы. В статье [13] был реализован такой 
подход для параллелограммных пластинок, 
а в статьях [15, 17] были изложены общие 
принципы решения задач строительной ме-
ханики с помощью МИКФ. 

В связи с тем, что коэффициент формы 
стал использоваться как основной геоме-
трический аргумент в МИКФ, возникла по-
требность в более тщательном изучении его 
изопериметрических свойств и закономер-
ностей. Этим вопросам были посвящены 
статьи [14, 16, 21, 24, 29], а также обобщаю-
щие работы [18, 83]. 

Помимо используемого приема геоме-
трических преобразований с помощью сим-
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метризации Штейнера при практической 
реализации МИКФ к решению многих за-
дач начали широко применяться аффинные 
преобразования [20]. 

В статье [19] был показан путь дальней-
шего развития МИКФ в задачах поперечно-
го изгиба пластинок для построения полей 
перемещений и внутренних усилий. Это на-
правление исследований пока остается без 
внимания современных ученых. 

Для облегчения нахождения граничных 
решений было предложено построить функ-
циональные зависимости F(Kf), решив все 
рассматриваемые задачи для множества об-
ластей, образующих границы, с помощью 
численных методов с использованием МКЭ. 
Эта достаточно большая и трудоемкая рабо-
та была выполнена силам молодых исследо-
вателей, причем для четырехугольных и 
треугольных пластинок были рассмотрены 
все возможные комбинации граничных ус-
ловий, включая шарнирное опирание и 
жесткую заделку по сторонам. Наличие гра-
ничных кривых позволяет разработать про-
граммные комплексы для решения рассма-
триваемых задач с графическим представ-
лением результатов [28, 44, 45, 48]. Эти ра-
боты в настоящее время ведутся творческим 
коллективом Приокского государственного 
университета. 

Все последующие работы связаны с раз-
работкой и применением МИКФ к решению 
различных двумерных задач строительной 
механики. В работе [22] рассмотрена физи-
ческая аналогия в задачах кручения призма-
тических брусьев и колебаний мембран. 
При этом было установлено, что по частоте 
колебаний мембран можно определить гео-
метрическую жесткость кручения бруса и, 
наоборот, по жесткости кручения опреде-
лить основную частоту колебаний мембран 
(формы сечения и мембран подобны). В ста-
тье [23] была исследована изопериметриче-
ская проблема при кручении тонкостенных 
труб. При этом были построены граничные 
кривые, позволяющие использовать мето-
дику МИКФ к решению и этой задачи. В 
статье [25] рассмотрена задача колебаний 
мембран в виде кругового сектора. Кроме 
того, МИКФ получил развитие при реше-
нии задачах предельного равновесия пла-
стинок [44, 45, 48, 82]. 

В статьях [69, 70] изложены результаты 
исследований взаимосвязи максимального 
прогиба балок и пластинок с их основной 
частотой колебаний в ненагруженном со-

стоянии. Оказалось, что все множество зна-
чений величины максимального прогиба 
пластинок с произвольными граничными 
условиями, нагруженных равномерно рас-
пределенной нагрузкой, функционально 
связаны с их основной частотой колебаний. 
График функции w0 – ω2 представляется 
единой кривой, которая объединяет все 
множество пластинок с выпуклым конту-
ром и любыми комбинациями граничных 
условий. Эта закономерность носит фунда-
ментальный характер в технической теории 
пластинок, поскольку позволяет по основ-
ной частоте колебаний находить максималь-
ный прогиб пластинок и, наоборот, по мак-
симальному прогибу – определять основ-
ную частоту колебаний. Эта закономерность 
имеет важное значение в области диагно-
стики состояния и контроля качества строи-
тельных конструкций в виде пластинок. 

Следует особо отметить работы, посвя-
щенные развитию и применению МИКФ к 
решению задач теории устойчивости поло-
гих упругих оболочек [24, 27, 30, 31, 32]. 
Это перспективное направление, за исклю-
чением указанных работ, совершенно не 
проработано. Развивать его можно для ре-
шения задач поперечного изгиба и свобод-
ных колебаний оболочек. 

Для составления программных расчет-
ных комплексов с использованием коэффи-
циента формы и методики МИКФ необхо-
димо, как уже упоминалось, построение 
граничных кривых для пластинок не только 
с однородными, но и комбинированными 
граничными условиями. Поэтому эти зада-
чи исследовались в многочисленных рабо-
тах авторского коллектива Приокского госу-
дарственного университета, развивающих 
рассматриваемое научное направление, В 
работах [33, …, 36, 81] строятся граничные 
кривые для задач колебаний пластинок, в 
статьях [37, …, 39, 81] – для задач попереч-
ного изгиба пластинок. 

В статьях [89, 90, 102] МИКФ получил 
развитие для решения задач поперечного 
изгиба треугольных и четырехугольных 
пластинок на упругом винклеровском осно-
вании и двухпараметрическом основании 
П.Л. Пастернака. При исследовании этой 
задачи возникла необходимость построения 
граничных аналитических зависимостей 
для вспомогательных величин, которые, как 
оказалось, тоже зависят только от коэффи-
циента формы. В указанных публикациях 
проведены тщательные исследования по ра-
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циональному выбору геометрических пре-
образований заданных областей и функций, 
аппроксимирующих граничные кривые. 

5. Применение МИКФ к расчету 
ортотропных пластинок

Возможность применения метода ин-
терполяции по коэффициенту формы к рас-
чету упругих ортотропных пластинок впер-
вые упоминается в монографии В.И. Короб-
ко [80]. В данной работе решение задачи об 
отыскании значения максимального проги-
ба упругой ортотропной пластинки в виде 
эллипса, жестко защемленного по контуру, 
приводится к изопериметрическому виду.

В статье [85] рассматриваются задачи о 
поперечном изгибе под действием равно-
мерно распределенной нагрузки и о свобод-
ных колебаниях в ненагруженном состоя-
нии треугольных пластинок из фанеры трех 
сортов (ФСФ из древесины березы, ФСФ из 
древесины лиственницы и бакелизирован-
ной фанеры марки ФБС), для решения кото-
рых используется аппарат метода интерпо-
ляции по коэффициенту формы. В первом 
приближении фанера рассматривается как 
ортотропный материал, при этом его упру-
гие характеристики равномерно «размаза-
ны» по толщине пластинок. В работе по-
строены функциональные и графические 
зависимости для максимальных прогибов и 
частот собственных колебаний пластинок в 
виде равнобедренных треугольников из 
указанных материалов для случаев шарнир-
ного опирания и жесткого защемления по 
контуру.

В работе [43] подходы, предложенные 
для треугольных пластинок, получили свое 
развитие к расчету по деформациям и к 
определению частот собственных колеба-
ний прямоугольных пластинок из фанеры 
марок ФСФ и ФБС при однородных гранич-
ных условиях (шарнирное опирание или 
жесткое защемление вдоль всего контура). 
Полученные в работах [43, 85] функцио-
нальные зависимости могут быть использо-
ваны как для непосредственного расчета 
пластинок в виде прямоугольников и равно-
бедренных треугольников, так и в качестве 
опорных решений при расчете пластинок 
другой формы, например, трапецеидальных.

В статье [87] были построены функцио-
нальные зависимости для значений макси-
мальных прогибов упругих ортотропных 
пластинок в виде правильных многоуголь-
ников для случаев однородных граничных 

условий (шарнирное опирание или жесткое 
защемление вдоль всего контура), а в статье 
[88] – для прямоугольных пластинок. В этих 
работах впервые было предложено при ин-
терполяции между опорными решениями в 
качестве дополнительных аргументов (по-
мимо коэффициента формы) использовать 
соотношения изгибных цилиндрических 
жесткостей пластинок (Dx/H, Dy/H). Такой 
подход позволил распространить возмож-
ности метода интерполяции по коэффици-
енту формы на более общий случай орто-
тропии: 

Dx/H  [0,2 … 5]; Dy/H  [0,2 … 5]. 
Варьируя соотношениями цилиндриче-

ских жесткостей, были получены функцио-
нальные зависимости (граничные поверх-
ности) для максимальных прогибов прямо-
угольных упругих ортотропных пластинок, 
находящихся под действием равномерно 
распределенной нагрузки, для случаев од-
нородных и комбинированных (сочетание 
шарнирного опирания и жесткого защемле-
ния вдоль контура) граничных условий [91]. 
Приведенные в работе [91] выражения для 
граничных поверхностей максимальных 
прогибов заданы в виде полиномов третьей 
степени относительно двух переменных – 
соотношений цилиндрических жесткостей 
вдоль двух координатных осей. При этом 
неизвестные коэффициенты полиномов 
a…j зависят от коэффициента формы обла-
сти и граничных условий на контуре и мо-
гут быть записаны в виде однотипных 
функций ψ(Kf). В работе приведены вычис-
леные значения коэффициентов A … H 
функций ψ(Kf) для всех возможных комби-
наций жесткого защемления и шарнирного 
опирания по сторонам треугольных и четы-
рехугольных пластинок.

Распространяя результаты, полученные 
в статье [85] для случая поперечного изгиба 
ортотропных пластинок в виде равнобе-
дренных треугольников, на более общий 
случай ортотропии 

(Dx/H  [0,2 … 5]; Dy/H  [0,2 … 5]), 
в работе [95] были построены граничные 
поверхности максимальных прогибов таких 
пластинок. Выражения для этих поверхно-
стей представляют собой произведение 
двух безразмерных функций f(Dx/H; Dy/H) и 
g(Kf) на размерный множитель q*A2/(H*Kf

2). 
При этом все множество пластинок в виде 
равнобедренных треугольников было разде-
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лено на два подмножества в зависимости от 
угла α при основании: 

α  [20о, 60о) и α  [60о, 75о]. 
В работе приведены значения коэффи-

циентов функций f(Dx/H; Dy/H) и g(Kf) для 
всех возможных комбинаций шарнирного 
опирания и жесткого защемления по сторо-
нам пластинок.

По аналогии с [91] в работе [97] постро-
ены функциональные зависимости для мак-
симальных прогибов упругих ортотропных 
пластинок в виде ромбов, одна из осей орто-
тропии которых направлена вдоль стороны 
пластинки. Приведены значения коэффици-
ентов A … H функций ψ(Kf) для всех воз-
можных комбинаций жесткого защемления 
и шарнирного опирания по сторонам ромба. 
В работе также приводится пример реше-
ния тестовой задачи о поперечном изгибе 
ортотропной пластинки в виде параллело-
грамма, иллюстрирующий методику приме-
нения метода интерполяции по коэффици-
енту формы. В качестве опорных решений 
использовались значения, полученные по 
функциональным зависимостям для ромбов 
из данной работы и для прямоугольников из 
работы [91]. Результаты расчета верифици-
рованы с помощью программно-вычисли-
тельного комплекса SCAD Offi ce, реализу-
ющего метод конечных элементов (МКЭ).

В статье [98] выполнено построение 
граничных поверхностей максимальных 
прогибов для пластинок в виде ромбов, оси 
ортотропии которых проходят через верши-
ны пластинки. При этом был использован 
подход, ранее нашедший отражение в рабо-
тах [91, 97]. Полученные приближенные 
функциональные зависимости были вери-
фицированы с помощью программно-вы-
числительного комплекса SCAD Offi ce. 

По результатам исследований [43, 85, 
43, 87, 91, 95, 97] был разработан авторский 
программный комплекс, реализующий ме-
тод интерполяции по коэффициенту формы 
к расчету из условия жесткости упругих ор-
тотропных пластинок ряда классов форм, 
имеющих наибольшее практическое значе-
ние (прямоугольники, треугольники, трапе-
ции, параллелограммы и др.). Общий алго-
ритм и возможности вычислительного ком-
плекса описаны в статье [98, 99].

Обобщением накопленных результатов 
исследований в области применения метода 
интерполяции по коэффициенту формы к 
расчету упругих ортотропных пластинок из 

условия жесткости можно считать работу 
[105], в которой подробно излагается мето-
дика решения задач с помощью МИКФ и 
приводятся тестовые примеры.

Дальнейшее развитие метода интерпо-
ляции по коэффициенту формы к расчету 
упругих ортотропных пластинок по дефор-
мациям связано с поиском наиболее опти-
мальных вариантов геометрического моде-
лирования формы области пластинки и ап-
проксимирующих функций, используемых 
при интерполяции между опорными реше-
ниями. В этой связи следует отметить рабо-
ту [107], в которой рассматривается расчет 
пластинок в виде параллелограммов. Для 
наиболее простого непрерывного геометри-
ческого преобразования, позволяющего по-
лучить параллелограмм из прямоугольника 
и ромба путем аффинного сдвига относи-
тельно одной из сторон, был предложен но-
вый тип аппроксимирующей функции, учи-
тывающей соотношение изгибных цилин-
дрических жесткостей вдоль сторон пла-
стинки и условия опирания на контуре. В 
работе приведен тестовый пример с исполь-
зованием известных ранее и новой аппрок-
симирующих функций, демонстрирующий 
более высокую точность результатов, полу-
ченных с использованием последней.

Учитывая подобие дифференциальных 
уравнений, описывающих поперечный из-
гиб и свободные колебания ортотропных 
пластинок, в статье [100] предлагается ис-
пользовать аппарат метода интерполяции 
по коэффициенту формы для определения 
основной частоты собственных колебаний 
прямоугольных ортотропных пластинок. В 
работе выражения для граничных поверх-
ностей основных частот собственных коле-
баний предлагается задавать в виде полино-
мов третьей степени относительно двух пе-
ременных – соотношений цилиндрических 
жесткостей вдоль двух координатных осей. 
Неизвестные коэффициенты полиномов 
a…j при этом являются функциями от коэф-
фициента формы ψ(Kf) и зависят от гранич-
ных условий на контуре области. В статье 
приводятся значения коэффициентов A…H 
функций ψ(Kf) для всех возможных комби-
наций жесткого защемления и шарнирного 
опирания по сторонам пластинок. Получен-
ные функциональные зависимости могут 
быть использованы для непосредственного 
расчета прямоугольных пластинок, а также 
в качестве граничных поверхностей при вы-
боре опорных решений.
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Подход, изложенный в [100], был рас-
пространен на треугольные ортотропные 
пластинки [101]. В статье приводятся функ-
циональные зависимости для основных ча-
стот собственных колебаний ортотропных 
пластинок в виде равнобедренных и прямо-
угольных треугольников. В первом случае 
одна из осей ортотропии направлена вдоль 
основания, во втором – вдоль катета треу-
гольника. Так же как и в [100] выражения 
для граничных поверхностей основных ча-
стот собственных колебаний предлагается 
искать в виде полиномов третьей степени 
относительно двух переменных – соотноше-
ний цилиндрических жесткостей вдоль двух 
координатных осей. При этом неизвестные 
коэффициенты этих выражений также зави-
сят от коэффициента формы и граничных 
условий. В работе приведено решение зада-
чи о свободных колебаниях ортотропной 
пластинки в виде произвольного треуголь-
ника с использованием методики МИКФ.

В статье [106] изложена и проиллюстри-
рована тестовым примером методика при-
менения метода интерполяции по коэффи-
циенту формы к решению задачи о свобод-
ных колебаниях упругих ортотропных пла-
стинок, обобщены результаты исследова-
ний, полученные в предыдущих работах, в 
частности, [100, 101]. Результаты вычисле-
ний, выполненных с помощью метода ин-
терполяции по коэффициенту формы, вери-
фицированы с использованием программ-
ного комплекса SCAD Offi ce.

6. Метод интерполяции по отношению 
конформных радиусов (МИОКР)
Весьма перспективным при развитии 

геометрических методов является исполь-
зование взамен коэффициента формы отно-
шение конформных радиусов rr . Это от-
ношение . используются при решении мно-
гих прикладных задач математической фи-
зики, гидро- и аэродинамики, магнитодина-
мики и др. [103]. В строительной механике 
впервые конформные радиусы в качестве 
обобщенного геометрического аргумента 
использовали В.И. Коробко и А.Н. Хусточ-
кин для решения задач устойчивости пла-
стинок [79] для получения односторонних 
оценок критического усилия пластинок при 
потере их устойчивости.

Исследования показали, что использо-
вание конформных радиусов отдельно как 
геометрических параметров области позво-
ляет получать приемлемые результаты лишь 

для пластинок по форме, близких к пра-
вильной, прямоугольной и эллиптической. 
При этом необходимо учитывать масштаб и 
размеры пластинок, что значительно увели-
чивает трудоемкость расчета. Для преодо-
ления этого недостатка в работе [79] и в по-
следующих статьях [40, 108] была продол-
жена идея использования отношения кон-
формных радиусов в качестве обобщенного 
геометрического аргумента при решении 
задачи устойчивости пластинок различных 
форм с выпуклым односвязным контуром.

В работе [76] было получено неравен-
ство вида:

 k
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,        (9)

где q0 – критическая сила при потере устой-
чивости;

K – числовой коэффициент, обращаю-
щий выражение (9) в равенство для круглых 
пластинок:

- при шарнирном опирании K = 5,783,
- при жестком защемлении K = 14,790); 
D – цилиндрическая жесткость пластинки; 
A – площадь пластинки; 
ck – коэффициенты разложения отобра-

жающей функции в степенной ряд; 
βk – отношение интегралов, вычисляе-

мых через квадраты бесселевых функций.
Это неравенство дает асимптотически 

точные значения. Удерживая в разложении 
отображающей функции лишь первый член 
ряда, получается менее строгое выражение, 
которое позволяет получать приемлемые 
результаты лишь для пластинок по форме, 
близкой к правильной:

A
D

r
rKq0 

 .                 (10)

В работах [40, 79, 108] был получен ряд 
новых результатов: 

1. Оказалось, что для пластинок с одно-
родными граничными условиями (либо 
шарнирное опирание по контуру, либо 
жесткое защемление) для множества пла-
стинок в виде произвольных многоугольни-
ков, все стороны которых касаются вписан-
ной окружности (включая все треугольни-
ки, правильные многоугольники и ромбы), 
критическая сила, соответствующая потере 
устойчивости пластинок, описывается од-
ной аналитической зависимостью. Ни одна 
другая геометрическая характеристика не 
позволяет объединить значения критиче-
ского усилия для такого большого подмно-
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жества форм пластинок одной аналитиче-
ской зависимостью. Например пластинки 
из одного и того же материала в виде равно-
бедренного прямоугольного треугольника и 
ромба с углом 45,3о (для них отношение 

7034,0rr  ) равной площади имеют оди-
наковое значение критического усилия: 

q0 = 24,674 ּ  D/A – при шарнирном опи-
рании;

q0 = 70,074ּ  D/A – при жестком защем-
лении.

2. На основе представления дифферен-
циального уравнения устойчивости пласти-
нок через комплексные переменные была 
установлена физико-математическая анало-
гия (в виде неравенства) критического уси-
лия при потере устойчивости при равномер-
ном всестороннем сжатии пластинок с от-
ношением конформных радиусов. Эта по-
зволило, не решая дифференциального 
уравнения устойчивости пластинок, а рас-
сматривая лишь элементарную геометриче-
скую задачу, связанную с анализом измене-
ния отношения конформных радиусов, оце-
нивать и качественную, и количественную 
стороны изменения критического усилия. 

3. Область возможных значений крити-
ческого усилия, как и в случае использова-
ния коэффициента формы, оказалась огра-
ниченной с двух сторон: верхнюю границу 
дают решения для правильных многоуголь-
ных, треугольных и ромбических пласти-
нок, а нижнюю – решения для эллиптиче-
ских пластинок. Что позволяет исследовать 
рассматриваемую используя методику 
ИЗПМ или МИКФ.

4. Область возможных значений крити-
ческого усилия, представленная в коорди-
натных осях q – rr , оказалась значительно 
(в 1,5 …2 раза) уже, чем при использовании 
коэффициента формы. Это позволяет полу-
чать оценки критического усилия во столь-
ко же раз с меньшей погрешностью, по-
скольку интервал, на котором осуществля-
ется интерполяция, существенно сузился. В 
публикациях [92, 93, 94, 108. …, 117] приво-
дятся многочисленные тестовые расчеты, 
подтверждающие этот вывод.

5. Установлена графически функцио-
нальная взаимосвязь отношения конформ-
ных радиусов с коэффициентом формы. На 
ее основе и теорем о коэффициенте формы 
сформулированы изопериметрические свой-
ства и закономерности при различных гео-
метрических преобразованиях отношения 
конформных радиусов для всего множества 

областей с выпуклым контуром. Эти свой-
ства и закономерности представляют собой 
геометрическую основу метода интерполя-
ции по отношению конформных радиусов.

С помощью МИОКР можно решать не 
только задачи устойчивости пластинок, но и 
задачи поперечного изгиба и колебаний 
пластинок. Это следует из математической 
аналогии дифференциальных уравнений 
эллиптического типа четвертого порядка, 
описывающих рассматриваемые задачи 
[18]:
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где w(x,y) – функция прогибов пластинки в 
рассматриваемых задачах;

β2 – собственное значение дифференци-
ального уравнения колебаний пластинок; 

∆2 – оператор Лапласа;
∆2∆2 – бигармонический оператор. 
В работах [96, 115] математически дока-

зано, что отношение конформных радиусов 
является геометрическим аналогом макси-
мального прогиба, основной частоты коле-
баний и критического усилия:
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где kw, kw, kq – константы, зависящие от вида 
граничных условий и обращающиеся в ра-
венство выражения (12). 

Из выражений (12) следует, что при за-
данных исходных данных пластинок и их 
граничных условий отношение конформ-
ных радиусов является единственным гео-
метрическим аргументом, однозначно опре-
деляющим верхнюю оценку рассматривае-
мых интегральных ФМХ. Другими слова-
ми, отношение конформных радиусов явля-
ется геометрическим аналогом этих ФМХ. 
Это означает, что, не решая дифференци-
альных уравнений (11), а рассматривая 
лишь элементарную геометрическую зада-
чу, связанную с анализом изменения этого 
отношения при изменении геометрических 
параметров и формы пластинок, можно 
оценивать и качественную, и количествен-
ную стороны изменения рассматриваемых 
ФМХ.
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В работе [41] рассматривалась задача 
определения основной частоты свободных 
колебаний пластинок с однородными гра-
ничными условиями. Для случаев шарнир-
ного опирания пластинок по всему контуру 
и жесткого защемления построены гранич-
ные кривые в координатах «основная часто-
та колебаний – отношение конформных ра-
диусов». Эти кривые образуют область зна-
чений w в 2…2,5 раза уже, чем аналогичная 
область при использовании коэффициента 
формы. В последующих статьях [42, 84] на 
приведенных примерах показано, что ис-
пользование отношения rr  так же позво-
лило получать решения для пластинок 
сложной формы с меньшей погрешностью, 
чем при использовании коэффициента фор-
мы. Такой же результат получен в задаче 
определения жесткости пластинок с одно-
родными граничными условиями [47, 113]. 

В работах [94, 109, 110, 111, 116] по-
строены аналитические и графические гра-
ничные зависимости, которые позволяют 
использовать методику МИКФ для решения 
задач поперечного изгиба пластинок с боль-
шей точностью. Задача по определению 
максимального прогиба пластинок различ-
ных форм с различными граничными усло-
виями методом интерполяции по отноше-
нию конформных радиусов подробно рас-
смотрена в диссертации [114] и реализована 
в программном комплексе для ЭВМ [118].

К числу недостатков МИОКР можно от-
нести высокую сложность определения от-
ношения rr  для произвольных областей, 
поскольку общих формул для этого не су-
ществует. В работе [2] приводится прием 
нахождения этого отношения приближен-
ными методами, один из таких приемов на-
хождения rr  с помощью коэффициента 
формы приводится в статье [40].

Поскольку отношение конформных ра-
диусов, как и коэффициент формы, позво-
ляет моделировать геометрическую форму 
плоских областей, то другим направлением 
их применения является решение задач, 
связанных с определением рациональной 
геометрической формы пластинки, оболоч-
ки, или поперечного сечения стержня и ее 
оптимизация из условий прочности, жест-
кости и устойчивости при статических и ди-
намических воздействиях. Первые исследо-
вания в этом направлении с использованием 
конформных радиусов выполнены в статье 
[112]. В ней рассматривается задача вари-
антного проектирования несущих панелей с 

опиранрием по контуру в виде лонжеронов 
и стрингеров, когда задано ограничение на 
величину максимального прогиба элемен-
тов заполнения такой панели в виде упру-
гих пластинок. Путем геометрического мо-
делирования формы области пластинок с 
помощью конформных радиусов и исполь-
зованием геометрических методов строи-
тельной механики подбираются варианты 
заполнения несущей панели пластинками 
различных форм обладающих равной жест-
костью. 

Это направление исследований пред-
ставляется перспективным [49], поскольку 
решение оптимизационных задач и задач, 
связанных с определением рациональной 
силовой схемы инженерных конструкций 
на начальных стадиях проектирования без 
привлечения сложных численных методов, 
является важной прикладной задачей. 

Заключение
1. В представленном кратком обзоре:
– приведен анализ научных публикаций 

за последние 30 лет по проблеме – разра-
ботка, развитие и совершенствование инже-
нерных методов решения двумерных задач 
теории упругости и строительной механики 
пластинок, в основу которых положены изо-
периметрические свойства интегральных 
геометрических характеристик односвяз-
ных областей с выпуклым контуром; 

– сопоставлены возможности каждого 
из рассмотренных геометрических методов, 
обсуждены недостатки и положительные 
стороны каждого из них, показаны некото-
рые перспективные направления развития 
этих методов. 

2. Рассматриваемые в обзоре интеграль-
ные геометрические характеристики (коэф-
фициент формы области и отношение вну-
треннего к внешнему конформных радиу-
сов), на основе изопериметрических свойств 
которых разрабатываются и развиваются 
геометрические методы решения двумер-
ных задач теории упругости и строительной 
механики, являются количественной мерой 
симметрии любых односвязных областей с 
выпуклым контуром даже, если они не име-
ют осей симметрии. Следует отметить, что 
количественная оценка симметрии плоских 
областей, впервые в мировой науке предло-
жена в работах авторского коллектива этого 
обзора. 

3. Все рассмотренные в обзоре публика-
ции относятся к проблеме решения задач, 
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описываемых дифференциальными уравне-
ниями эллиптического типа второго и чет-
вертого порядков. Эти результаты носят 
междисциплинарный характер, многие из 
них могут найти самое широкое примене-
ние в математической физике для решения 
двумерных задач, описываемых дифферен-
циальными уравнениями гиперболического 
и параболического типов, поскольку левые 
части этих уравнений аналогичны уравне-
ниям эллиптического типа. 
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