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Решение задач конструирования поверхностей в начертательной геометрии реализуется путем отобра-
жения ее, в частном случае, на плоскость, где получаются, в общем случае, многозначные соответствия, что 
затрудняет исследования свойств поверхности, инцидентных ей линий, особых точек и т. д. Наиболее про-
стейшими моделями являются центральные взаимно однозначные соответствия. Поэтому рассмотрим ряд 
вопросов, связанных с решением прямой задачи начертательной геометрии: данный оригинал (кривую ли-
нию, поверхность) подбором соответствующего аппарата проецирования отобразить в простейшую модель 
в виде взаимно однозначного соответствия. 

Ключевые слова: конструирование поверхностей, взаимно однозначное соответствие, кривая линия, 
криволинейное проецирование.
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Solution design objectives surfaces in descriptive geometry is realized by displaying it in a particular case, 
on the plane, which are obtained, in general, multi-valued conformity, making it diffi cult to study the properties 
of the surface of the incident lines her singular points, and so on. D. The simplest model is the central one-to-
one correspondences. Therefore, we consider a number of issues related to the solution of the direct problem of 
descriptive geometry: the original (curved line, surface) corresponding to the selection of the projection display 
device in the simplest model in the form of a one-to-one correspondence.
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I. Моделирование кривых 
и поверхностей

В начертательной геометрии моделиро-
вание поверхности решается прямой зада-
чей: по данным поверхности и аппарату 
проецирования получить модель поверхно-
сти на плоскости, а решение обратной зада-
чи – конструирование поверхности решает-
ся следующим образом: по данным модели 
и аппарату проецирования сконструировать 
поверхность. При решении прямой и обрат-
ной задач вид и тип модели и поверхности 
зависит от взаимного расположения аппара-
та проецирования относительно поверхно-
сти или модели. 

Так как свойства поверхности во мно-
гом определяются свойствами ее линий, по-
этому моделирование и конструирование 
кривых представляет важную компоненту 
сложных задач моделирования и конструи-
рования поверхностей. 

В методе двух изображений, при прое-
цировании двумя пучками прямых, только 
плоскость и поверхности моноидального 
типа Σn с двумя и более (n-1) – кратными 
точками, в две из которых помещаются цен-
тры проецирования, моделируются на пло-
скости изображений взаимно однозначны-
ми соответствиями. Остальные поверхно-

сти моделируются на плоскости проекций 
многозначными соответствиями. Много-
значные соответствия сложны, значит изу-
чение свойств поверхностей, инцидентных 
ей линий, особых точек и т.д. затруднено. 
Поэтому в начертательной геометрии воз-
никает актуальная задача проецирования 
подбором аппарата отображения получать в 
качестве модели поверхности или кривых 
взаимно однозначные соответствия. При 
конструировании поверхностей на уровне 
заданных моделей можно прогнозировать 
их тип и вид, а при конструировании двух 
поверхностей прогнозировать тип их пере-
сечения, касание определенного порядка 
гладкости. 

I. 1. Анализ методов изображений 
в начертательной геометрии

Одна из главных задач начертательной 
геометрии заключается в исследовании вза-
имосвязи характеристик моделируемого 
пространства, имеющего ту или иную раз-
мерность и структуру, модели, аппарата 
отображения и носителя моделей.

При геометрическом моделировании в 
n-мерном пространстве размерность ориги-
нала, характеристики аппарата отображе-
ния и изображения связаны с размерностью 
операционного пространства, в качестве ко-
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торого обычно принимают расширенное ев-
клидово n-мерное пространство Еn. 

Оригиналом в Еn может быть линейное 
или нелинейной подпространство размер-
ности k, Kk , где 0£ k < n-1. 

В качестве основного элемента про-
странства рассматривают линейные или не-
линейные подпространства tT  размерно-
сти t , где .0 nt 

Аппарат отображения может состоять 
из проецирующих линейных или нелиней-
ных многообразий Mm размерности ,m  где 

.0 nm 
Изображение строится на носители мо-

дели, являющимся линейным или нелиней-
ным подпространством qQ  размерности ,q
где .1 nq 

Моделью основного элемента оригина-
ла может являться линейное или нелиней-
ное подпространство gG  размерности ,g  
где .0 ng 

Впредь в качестве операционного про-
странства будем рассматривать трехмерное 
пространство E3 в котором оригиналом может 
быть поверхность (плоскость), кривая (пря-
мая), точка, то есть ,2,1,0k  а основным 
элементом оригинала может выступать кри-
вая линия (прямая) или точка, то есть t = 0,1. 

В качестве аппарата проецирования 
можно использовать многообразия поверх-
ностей (плоскостей), кривых линий (пря-
мых), то есть .2,1m  Носителем моделей 
может быть трехмерное пространство, по-
верхность (плоскость), кривая линия (пря-
мая), то есть .3,2,1q

Основной элемент может моделировать-
ся плоской кривой линией (циклография, 
одноосевое проецирование), парами, трой-
ками и т. д. точками, значит .1,0g

Моделью оригинала в зависимости от 
аппарата проецирования может быть линей-
ное или нелинейное многообразие точек, 
линий.

На практике размерность k  отображае-
мого пространства больше размерности но-
сителя модели. Однако есть примеры, когда 
пространство меньшей размерности ото-
бражается на пространство большей раз-
мерности [1].

В процессе отображения участвуют:
- оригинал,
- аппарат отображения,
- модель (изображение),
- носитель модели.
В начертательной геометрии трехмер-

ного пространства рассматриваются ориги-

налы, образованные или из множества то-
чек, или из множества прямых. Отсюда воз-
никают два подхода моделирования:

- метод двух изображений,
- метод двух следов.
Метод двух следов применяется при мо-

делировании линейчатых пространств, где 
основным элементом является прямая. На 
практике распространение получил метод 
двух изображений, который применяется 
при моделировании точечного простран-
ства. В результате применения классиче-
ских методов двух изображений и двух сле-
дов модели получаются линейными.

Построение моделей точечного про-
странства начинается естественно, с ото-
бражения точки. Ее можно изображать либо 
каким-то одним геометрическим элементом 
(например, в циклографии точка простран-
ства моделируется кривой линией на пло-
скости изображений), либо двумя (напри-
мер, в методе Монжа – парой точек), тремя 
и т.д. геометрическими элементами. Когда 
точка моделируется одним геометрическим 
элементом, модель называется моно моде-
лью, когда двумя – бинарной моделью, тре-
мя – тернарной, четырьмя – кватернарной и 
т.д. В результате моделирования элементам 
оригинала сопоставляются элементы моде-
ли. В зависимости от сопоставления разли-
чают следующие способы моделирования: 

- аксиоматический, 
- конструктивный, 
- аналитический. 
Аксиоматический способ моделирова-

ния основан на параметрическом исчисле-
нии. При аксиоматическом способе модели-
рования оригинал не связан непосредствен-
но с моделью. Модель, получаемая таким 
способом, называется независимой. 

При конструктивном способе моделиро-
вания оригинал и модель связаны проеци-
рующим аппаратом, модели, получаемые 
таким конструктивным способом, называ-
ются зависимыми. В основе всякого кон-
структивного способа отображения ряда 
пространственных объектов на плоскость 
лежит определенная теория преобразования 
плоскости проекций, позволяющая изучать 
свойства и расположения пространствен-
ных объектов по полученным моделям. 
Если линейные методы отображения осно-
ваны в общем случае на теории проектив-
ных преобразований, то нелинейные мето-
ды – главным образом на теории нелиней-
ных преобразований, которые называются 
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кремоновыми многозначными соответстви-
ями [2]. Наличие конструктивной взаимос-
вязи пространства и его модели позволяет 
изучать свойства оригиналов по их моделях. 
Вся совокупность моделей, подлежащих си-
стематизации, может дать цельную картину 
взаимосвязей между моделями, упорядо-
чить имеющиеся методы изображений и по-
зволят осуществить направленный поиск 
моделей с наперед заданными свойствами 
для тех или иных областей приложений. 

При аналитическом способе моделиро-
вания оригинал и модель связаны аналити-
ческой зависимостью. Результаты такого 
моделирования являются числа, уравнения 
и пр. Аналитический способ моделирова-
ния широко применяется в математическом 
моделировании. 

В начертательной геометрии применя-
ются аксиоматический и конструктивные 
способы моделирования. 

Наряду с линейными моделями суще-
ствуют нелинейные модели, которые полу-
чаются: 

- при замене центрального проецирова-
ния проецированием конгруэнциями или 
комплексами кривых (прямых); 

- при проецировании поверхностями (пло-
скостями); 

- при замене плоскости проекций по-
верхностями или кривыми.

I. 2. Систематизация аппаратов 
отображения и носителей моделей
До середины 18-го века проецирование 

оригинала выполнялось одной или двумя 
связками прямых на одну плоскость и редко 
на сферу и цилиндрическую поверхность 
(купольная и панорамные перспективы). 
Развитие науки и техники потребовало ис-
следование проецирования объектов любой 
размерности и структуры на различные но-
сители, для чего потребовалось использо-
вать в качестве аппарата проецирования ге-
ометрические многообразия различных раз-
мерностей. Рассмотрим детально эти во-
просы для трехмерного пространства и да-
дим систематизации аппаратов проецирова-
ния и носителей моделей. 

В качестве аппарата отображения в кон-
структивном способе проецирования целе-
сообразно использовать проецирующие 
многообразия, позволяющие через точку 
пространства проводить лишь один элемент 
многообразия, или другими словами, про-
извольная точка пространства выделяет из 

данного проецирующего многообразия 
только один элемент многообразия. 

Подсчетом параметров, исходя из требо-
вания инцидентности произвольной точке 
пространства конечного числа проецирую-
щих элементов, можно показать, что в каче-
стве проецирующих многообразий для мо-
делирования трехмерного точечного про-
странства можно использовать: 

- одномерные многообразия (кривые ли-
нии, в частном случае, прямые); 

- двумерные многообразия (поверхно-
сти, в частном случае, плоскости). 

Так, например, аппарат отображения, 
используемый в методе двух следов и двух 
изображений, состоят из связок прямых, то 
есть двупараметрического множества пря-
мых пространства, которое позволяет точке 
пространства выделить из связки прямых 
только одну прямую. 

I. 3. Многообразие прямых
В пространстве E3 прямых ∞4. Подмно-

жества этого многообразия суть ∞1,∞2, ∞3, 
которые соответственно называются: 

- однопараметрическими, 
- двупараметрическими, 
- трехпараметрическими множествами 

прямых. 
Однопараметрические множества пря-

мых образуют: 
- семейство касательных прямых к пло-

ской кривой (рис. 1), 
- пучок прямых (множество прямых пло-

скости, инцидентных одной точке) (рис. 2), 
- образующие линейчатой поверхности. 
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
Рис. 1
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Рис. 2
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Двупараметрическим множеством пря-
мых называется конгруэнция прямых и обо-
значается Kг(n, k).

Трехпараметрическим множеством пря-
мых называется комплекс Km(n) прямых.

Для отображения точечного трехмерно-
го пространства необходимы двупараме-
трические и трехпараметрические одномер-
ные многообразия. 

В самом общем случае конгруэнцию 
прямых образуют общие касательные пря-
мые к двум поверхностям или двойные ка-
сательные прямые к одной поверхности. 
Эти поверхности называются фокальными 
поверхностями, а точки касания прямых 
конгруэнции с ними называют фокусами 
этих прямых. 

Если каждый луч системы касается фо-
кальной поверхности дважды; в соответ-
ствии с этим различаются две «полости» 
фокальной поверхности. 

Если фокальные поверхности заменить 
пространственными кривыми линиями na  

и nb , то конгруэнция прямых будет состо-
ять из прямых i , пересекающих обе фо-
кальные кривые линии, или из бисекант ib  
одной пространственной линии nd (рис. 3). 

b

AB
C

dn

П d nП=A,B,CA,B,C

Рис. 3

Известно [3], что существуют различ-
ные способы задания конгруэнции прямых. 
Конгруэнции прямых Кг ( ),kn  характери-
зуются порядком n  и классом k . Порядок 
n  конгруэнции равен числу прямых кон-
груэнций, проходящих через произвольную 
точку пространства. Класс k конгруэнции 
равен числу прямых конгруэнций, принад-
лежащих произвольной плоскости про-
странства. 

Из многих способов задания конгруэн-
ций прямых наиболее подходящим приме-

нительно к моделированию поверхностей 
является способ, в котором конгруэнция 
прямых определяется как множество пря-
мых, пересекающих данные na  и mb кри-
вые линии (рис. 4). 

b


a

A B

n

a  П

m

b=А m П =B

Рис. 4

Если кривые линии a  и b алгебраиче-
ские соответственно порядков n1 и n2, не 
имеющие общих точек, то они определяют 
дуальную конгруэнцию Kг(n, n) прямых, у 
которой порядок и класс равны между со-
бой, то есть n = n1 × n2 = k.

В качестве аппарата проецирования це-
лесообразно использовать конгруэнции 
прямых первого порядка Kг (1, k), чтобы че-
рез точку пространства проходила един-
ственная проецирующая прямая данной 
конгруэнции. Конгруэнция прямых Kг(1,k), 
задается фокальной прямой a  и простран-
ственной фокальной кривой линией bk по-
рядка k, имеющей с прямой a  (k-1) – фик-
сированных общих точек (рис. 5). 

1

2

3

kb
а

П

3,2,1 kba

�

Рис. 5
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Частным случаем конгруэнции прямых 
Kг(1, k) является конгруэнция прямых пер-
вого класса Kг (1, 1), которая может быть 
гиперболической, эллиптической и парабо-
лической. Эти конгруэнции получаются, 
когда фокальными линиями конгруэнции 
прямых являются прямыми: 

- если прямые фокальные конгруэнции 
являются скрещивающимися действитель-
ными прямыми, то конгруэнция прямых бу-
дет гиперболической (рис. 6);

a b



Рис. 6

- если фокальные прямые конгруэнции 
мнимые прямые – эллиптической;

- если фокальные прямые совпадут, то 
конгруэнция прямых будет параболической. 
В пределе, когда фокальные прямые пере-
секутся, конгруэнция Kг(1,1) прямых рас-
падется на связку Кг (1,0) (множество пря-
мых пространства, инцидентных общей 
точке) прямых (рис. 7) и плоское поле пря-
мых Кг (0,1) (рис.8).

Кг (1,1)=Кг (1,0)+Кг (0,1).

a
b

c
dB

П

Рис. 7

a b

d

a ,b dс,, П

П

c

Рис. 8

Как известно, через произвольную точ-
ку P пространства E3проходит ∞1 прямых 
данного комплекса. Они образуют конус, 
который называется конусом комплекса с 
вершиной P. Каждый комплекс характеризу-
ется степенью. Степень комплекса опреде-
ляется порядком конической поверхности, 
выделяемой из комплекса произвольной 
точкой P (рис. 9). 

Р

na

nФ

nФА



Рис. 9

Из ∞4 множества прямых пространства 
можно выделить комплекс прямых многими 
способами: 

- множество прямых, пересекающих 
пространственную кривую линию na . Част-
ным случаем такого комплекса прямых явля-
ется комплекс Kм (1), когда na  прямая. Мно-
жество прямых такого типа образуют трех-
параметрическое множество прямых, так как 
точек на кривой ∞1, а каждая точка выделяет 
в пространстве связку (∞ 2) прямых. Значит, 
всего прямых комплекса будет ∞3; 

- множество прямых, касающихся по-
верхности; 

- множество прямых, соединяющих со-
ответственные точки кремонова преобразо-
вания пространства (ассоциированный ком-
плекс преобразования), [4]. 
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I. 3. Многообразие кривых
Многообразия кривых линий трехмер-

ного пространства весьма обширны и не 
подлежат, по-видимому, строгой системати-
зации. 

Нас интересуют лишь двумерные мно-
гообразия плоских алгебраических кривых 
линий, которые будут нами использованы в 
качестве проецирующих линий обобщенно-
го аппарата проецирования, то здесь приве-
дем лишь примеры конгруэнций и комплек-
сов кривых линий: 

1. Семейство окружностей, инцидент-
ных пучку (  ) плоскостей αi. Инцидентных 
точке Ai и точке Ai, получаемой как пересе-
чение пространственной кривой линии na  
порядка n с плоскостью a i пучка плоскостей 
(  ) . Для кривой линии na  порядка n ось   
пучка плоскостей i  является (n-1) – секан-
той. То есть кривая линия na порядка n, бу-
дет иметь (n-1) пересечений с прямой   и 
только одно пересечение с плоскостью αi 
пучка плоскостей. Такое семейство окруж-
ностей двупараметрично: окружностей, 
проходящих через две фиксированные точ-
ки Ai и P – ∞1, а плоскостей в пучке (  ) – ∞1, 
значит ∞1 × ∞1 = ∞2, (рис. 10). 

i
na

iA



Рис. 10

2. Семейство коник, принадлежащих 
пучку (  ) плоскостей и пересекающих в 
двух точках каждую из пространственных 
кривых линий na  и bn порядков n , для кото-
рых ось   пучка плоскостей является (n-2) 
– секантой, таких коник будет – ∞2, 
плоскоcтей в пучке (  ) – ∞1, коник, инци-
дентных 4-ем фиксированным точкам 
A,B,C,D – ∞1 (рис. 11) и т. д. В плоскости i  
лежит коника iñ .

i
na

iA



Рис. 11

Как говорилось выше, коник на плоско-
сти ∞5, то есть коника определяется на пло-
скости, например, 5-ю точками, окружности 
– множество коник плоскости инцидентных 
двум общим циклическим точкам, поэтому 
окружностей на плоскости – ∞3, то есть 
окружность на плоскости можно опреде-
лить, например, 3-мя точками, или центром 
окружности – ∞2 и величиной радиуса 
окружности – ∞1 и т.д. 

В качестве проецирующих линий мож-
но использовать не только кривые линии 
второго порядка, но и плоские кривые ли-
нии высших порядков. Кривых линий 3-го 
порядка на плоскости ∞9, кривых линий 
4-го порядка – ∞14, кривых линий n-го по-
рядка на плоскости – 

2
)3(

 
 параметриче-

ское множество. Закрепив в плоскости пуч-
ка (  ) плоскостей соответственно 8, 13, 

1
2

)3(
  – точек, будем получать ∞1 кри-

вых линий соответственно третьего, четвер-
того, n-го порядков, то множество этих кри-
вых в пучке плоскостей будет двупараме-
трическим. 

Элементами комплекса линий могут 
быть также плоские кривые линии. Напри-
мер, семейство окружностей, принадлежа-
щих пучку (  ) плоскостей и проходящих 
через общую точку P    (рис.12). Это се-
мейство окружностей трехпараметрическое 
множество, так как на плоскости окружно-
стей, инцидентных одной точке P – ∞2 , пло-
скостей в пучке (  ) – ∞1, и т. д. Аналогично 
рассуждая, можно показать принципиаль-
ную возможность применения в качестве 
аппарата проецирования пространственных 
кривых линий. Например, конгруэнций 
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пространственных кривых линий третьего 
порядка (нормкривых) можно задать пятью 
точками. Нормкривая однозначно определя-
ется 6-ю точками (12 параметров). Чтобы 
получить двупараметрическое множество 
нормкривых, необходимо закрепить 10 па-
раметров, например, 5 точек на какой-либо 
поверхности и т.д. 



i

Р

Рис. 12

I. 4. Проецирующие плоскости 
и поверхности

Исчислением параметров можно пока-
зать, что множество проецирующих пло-
скостей и поверхностей при моделировании 
точечного пространства могут быть одно -, 
дву- и трехпараметрическими. В первом 
случае поверхность (плоскость) является 
проецирующей для всех своих точек, на-
пример, известное «осевое проецирование» 
[5]. Во втором случае каждая проецирую-
щая поверхность является проецирующей 
для каждых ∞1 своих точек, например, точек 
принадлежащих одной образующей. В тре-
тьем случае через каждую точку простран-
ства проходит своя проецирующая поверх-
ность, след которой на плоскости проекций 
будет изображением этой точки. Очевидно, 
по этой схеме получаются циклографиче-
ские модели. 

Как в случае проецирования многообра-
зиями кривых линий (прямых), здесь воз-
можны многочисленные варианты задания 
проецирующих поверхностей (плоскостей). 
Например, однопараметрическое множе-
ство (пучок) плоскостей составляют: 

- множество плоскостей  ,,, , ин-
цидентных фиксированной прямой  , кото-
рая называется осью пучка плоскостей. Она 
пересекает некоторую плоскость  , не 
принадлежащую пучку )(  плоскостей, в 
точке L , а каждая плоскость пучка )(  пло-
скостей пересекает плоскость   по пря-

мой, которые в плоскости П образуют пучок 
)(L  прямых dbca ,,,  (рис. 13); 
- множество плоскостей, касающихся, в 

общем случае, торсовой поверхности. 

  









a сb
d

L

П Рис. 13

Рис. 13

Приведем также примеры пучков по-
верхностей: 

- множество сфер, инцидентных фикси-
рованной окружности; 

- множество сфер, пересекающих пря-
мую в двух фиксированных точках и касаю-
щихся данной плоскости и т.д. 

Указанные множества являются однопа-
раметрическими. Так в первом случае мно-
жество плоскостей, инцидентных прямой, 
имеют один свободный параметр, т.е. их – 
∞1. Во втором случае сфер в пространстве 
∞4 условие инцидентности фиксированной 
окружности требует затраты трех параме-
тров, значит, у всех сфер данного пучка 
остается один свободный параметр. В тре-
тьем случае, пересечение множества сфер с 
прямой в двух фиксированных точках за-
крепляет два параметра, касание плоскости 
сферами – один параметр, остается свобод-
ным один параметр. 

Примерами двупараметрического се-
мейства поверхностей является связка 
плоскостей (рис. 14), выполненный на ос-
нове рис. 7 для демонстрации связи связки 
(S) прямых и связки (S) плоскостей про-
странства. 

Т. к. пересечение плоскости, например 
 , не проходящей через точку S, со связкой 
(S) прямых получаем плоское поле точек, а 
пересечение ее со связкой (S) плоскостей 
получаем плоское поле прямых; множество 
плоскостей, касающихся не развертываю-
щейся поверхности и т. д. 

Двупараметрические семейства поверх-
ностей имеют два свободных параметра. 
Например, множество сфер, проходящих 
через две фиксированные точки, или семей-
ство сфер, касающихся плоскости и поверх-
ности и т.д. 
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
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
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Рис. 14

В качестве примеров трехпараметриче-
ских множеств поверхностей можно привести: 

- множество сфер, инцидентных фикси-
рованной точке;

- множество сфер, касающихся плоско-
сти и т. д. 

Таким образом, все вышеизложенное, 
связанное с систематизацией проецирую-
щих многообразий, можно представить в 
виде схемы (рис. 15). Заметим, что спосо-
бов задания проецирующих множеств, от-
личающихся своими характеристиками бес-
конечное множество. 

Проецирующие многообразия

Одномерные 
многообразия

Двумерные 
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Однопараметриче- 
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Рис. 15

Выбор тех или иных проецирующих 
множеств зависит от особенностей решае-
мых теоретических и прикладных задач. 
Кроме того, следует отметить, что в начер-
тательной геометрии для моделирования 
применяется только связки линий, а осталь-
ные проецирующие многообразия ждут 
своих применений. 

Систематизация носителей моделей
Носителями моделей, как раньше ука-

зывалось, в E3могут быть: 
- кривая линия (прямая);
- поверхность (плоскость); 
- трехмерное пространство. 
Прямая как носитель модели применя-

ется в аналитической геометрии, где оси ко-
ординат являются носителями моделей, а 
проецирующим аппаратом являются пло-
скости, параллельные соответствующим ко-
ординатным плоскостям (рис. 16). 

Кривая линия как носитель модели при-
меняется в дифференциальной геометрии 
(криволинейные координаты на поверхно-
сти). В начертательной геометрии прямая 
как носитель модели используется, напри-
мер, в случае осевого проецирования. 

Если за основной элемент пространства 
(оригинал) принять плоскость, то она в пе-
ресечении с фиксированной пространствен-
ной кривой линией na  определяет систему 
точек. Полученная система точек на кривой 
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линии а n определяет положение моделируе-
мой плоскости в пространстве. При проеци-
ровании таких систем точек на плоскость 
  появляется возможность отобразить 
множество плоскостей пространства на си-
стему точек, принадлежащих некоторой 
плоской кривой na (рис.17). 
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О
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Рис. 16
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Рис. 17

Плоскость как носитель модели широко 
используется в инженерной графике, на-
пример, в методе двух следов и двух изо-
бражений. Кроме плоскости в качестве но-
сителей моделей применяются поверхно-
сти: полусфера, полуцилиндр, конус и дру-
гие алгебраические поверхности высших 
порядков. Интересное практическое приме-
нение полуцилиндрических и полусфериче-
ских носителей моделей нашли при постро-
ении оптических изображений (кино, теле-
видение), в купольной и панорамной пер-
спективе. 

Рассмотрим примеры получения раз-
личных моделей одного и того же оригина-
ла с различными аппаратами проецирова-
ния и на различных носителях моделей. В 

качестве оригинала возьмем точку про-
странства: в качестве аппарата проецирова-
ния связку прямых, точку будем проециро-
вать на различные носители моделей и в 
качестве модели точки будем иметь: 

- на плоскости – точку; 
- на квадрике (поверхности второго по-

рядка) – две точки; 
- на торе – четыре точки; 
аппарат проецирования – связка плоско-

стей:
- на плоскости – прямая;
- на квадрике – коника (кривая 2-го по-

рядка);
- на торе – плоская кривая линия 4-го 

порядка;
аппарат проецирования – связка ква-

дрик:
- на плоскости – коника; 
- на квадрике – пространственная кри-

вая линия 4-го порядка;
- на торе – пространственная кривая ли-

ния 8-го порядка и т.д. 
В качестве оригинала возьмем в про-

странстве прямую, в качестве аппарата про-
ецирования – связку прямых: 

- на плоскости – пара точек;
- на квадрике – четыре точки; 
- на торе – восемь точек; 
в качестве аппарата проецирования – 

связка плоскостей: 
- на плоскости – пара прямых;
- на квадрике – пара коник; 
- на торе – пара плоских кривых 4-го по-

рядка (потому, что прямая в пространстве 
определяется двумя точками, а две точки 
выделяют из связок аппаратов проецирова-
ния по два проецирующих элементов); 

в качестве аппарата проецирования – 
связка квадратик: 

- на плоскости – пара коник;
- на квадрике – пара пространственных 

кривых 4-го порядка;
- на торе – пара пространственных кри-

вых 8-го порядка и т.д. 
На приведенных примерах ярко видно 

влияние взаимного расположения аппарата 
проецирования и носителя модели на полу-
ченную модель. Если аппарат проецирова-
ния – связка квадрик, носитель модели – 
тор, то модель – пара пространственные 
кривые 8-го порядка которые могут распа-
даться на: пространственные кривые 6-го 
порядка и коники, на пространственные 
кривые 5-го порядка и на пространственные 
кривые 3-го порядка, на две пространствен-
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ные кривые 4-го порядка, на четыре коники, 
которые могут совпадать. Если в качестве 
аппарата проецирования взять связку ква-
дрик (линейчатых поверхностей) и носите-
лем тоже линейчатую квадрику, то модель 
оригинала может распасться на несколько 
прямых и т. д. 

Развитие начертательной геометрии 
тесно связано с научно-техническим про-
грессом. До последнего времени изображе-
ние любого объекта выполнялось на пло-
скости, то есть трехмерный объект изобра-
жался на двухмерной плоскости. При со-
временном развитии техники носителем 
моделей может быть и трехмерное про-
странство. Примером тому служит экран 
цветного телевизора, голографические и 
спектрографические изображения. 

Применение различных носителей мо-
делей вызвано необходимостью решения 
многочисленных сложных прикладных и 
теоретических задач. 

Из приведенного выше анализа аппара-
тов проецирования и носителей моделей 
следует существование тесной взаимосвязи 
их характеристик. При этом различные мо-
дели оригиналов получаются всевозможны-
ми сочетаниями способов проецирования 
на различных носителях. Выше изложенная 
систематизация аппаратов проецирования и 
носителей моделей позволяет целенаправ-
ленно вести поиск необходимых аппаратов 
проецирования для получения изображений 
(моделей) пространственных форм, облада-
ющих заданными свойствами. 

Особо остро вопрос подбора аппарата 
проецирования встает при моделировании 
поверхностей в методе двух изображений, 
когда в качестве модели требуется получить 
взаимно однозначное соответствие. 

I. 5. Моделирование основных 
геометрических форм в классических 
методах двух изображений и двух следов

Начертательная геометрия решает две 
задачи: прямую и обратную. При решении 
прямой задачи начертательной геометрии, т. 
е. моделировании, предметом изучения яв-
ляются не реальные представители живой 
природы или объектов неорганического 
мира, а их условные модели – геометриче-
ские фигуры. Большинство геометрических 
фигур имеют три измерения. Для отображе-
ния трехмерных образов на плоскость необ-
ходимо иметь способы, позволяющие пре-
образовывать трехмерную фигуру (ориги-

нал) в однозначно соответствующую ей 
модель, имеющую два измерения. В связи 
с этим возникает необходимость в созда-
нии науки, перебрасывающей мост между 
трехмерным пространством En и плоско-
стью чертежа E2. Наведение мостов между 
E3 и E2 осуществляется в начертательной 
геометрии с помощью метода проецирова-
ния, составляющего теоретическую осно-
ву начертательной геометрии. Как говори-
лось выше, в начертательной геометрии в 
качестве аппарата проецирования, в основ-
ном, используются связки прямых. Так, на-
пример, при моделировании точки на пло-
скости P через точку A (оригинал) прохо-
дит один луч связки (S) прямых, который 
отобразит точку A на плоскости P в точку Ā 
(модель) (рис.18). 

А

А

.; 23  АА

П

S

Рис. 18

При этом имеем, что одной точке про-
странства A ставится в соответствие одна 
точка А′ плоскости P, но обратное утвержде-
ние не имеет смысла, так как одной точке А′ 
плоскости P соответствует множество точек 
проецирующего луча SА′ Это несоответ-
ствие возникает из-за разности мерностей 
проецирующих множеств, так как множе-
ство точек A пространства E3 – ∞ 3, а множе-
ство точек А′ плоскости P – ∞2. Одна проек-
ция точки на плоскости не только не позво-
ляет определить положение ее оригинала, 
но и не позволяет судить по одной проекции 
о форме, размерах пространственных гео-
метрических фигур. 

Таким образом, возникает необходи-
мость проецировать точку пространства из 
двух центров двумя связками прямых (S1) и 
(S2) для получения взаимно однозначного 
соответствия между оригиналом и моделью 
(рис.19). 

На этом же рис. 19 покажем решение об-
ратной задачи, т. е. по данной модели точки 
построить ее оригинал. Дана модель точки  
С - С1, С2 на прямой a  пучка )( 0F  прямых 
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и аппарат проецирования – две связки S2 и 
S2 прямых, которые определяют прямую m. 
Прямые m  c определяют плоскость Δ, в 
которой будем конструировать точку С для 
этого из пучка 1S  прямых точка С1 выделит 
единственную прямую, а точка С2 из пучка 

2S  прямых выделит единственную пря-
мую, которые находясь в плоскости  , пе-
ресекутся в одной точке С. Так получается 
оригинал точки по ее модели.

1А
А

1S

2S

0F

2А

.; 3
1

2

2
13 












А
А

А

c
1С 2С

Сm


a

Рис. 19

Признак обратимости чертежа (изобра-
жения): изображение (чертеж) являются об-
ратимым, если равны мерности оригинала и 
изображения. Например, в методе двух изо-
бражений – основной элемент пространства 
– точка, моделируется на плоскости изобра-
жений парой точек, лежащих на линии свя-
зи. Так как точка A пространства из связки 

)( 1S  прямых выделит единственную пря-
мую, которая ее спроецирует на плоскость 

П в точку A1 на что будет затрачено ∞2. Точ-
ка A1 из пучка )( 0F прямых плоскости   
единственную прямую a . Точка A из связ-
ки )( 2S  прямых выделит единственную 
прямую, которая ее спроецирует на пло-
скость   в точку A2 на прямую a  на что 
будет затрачено 1 . Точек в пространстве 
E3 – ∞ 3, точек на плоскости – ∞ 2, точек на 
луче А1A2 – ∞ 1, значит для определения 
пары точек на плоскости P потребуется за-
тратить мерность ∞ 3, тогда мерность моде-
ли и оригинала будут равными. При моде-
лировании точечных множеств возникают 
некоторые особенности, которые позволя-
ют открывать особенности оригиналов по 
их моделям. Рассмотрим пример. Аппарат 
проецирования возьмем связки )( 1S и )( 2S
прямых, которые определяют в простран-
стве прямую m , пересекающую плоскость 
  в точке 0F  и носитель модели плоскость 
 . Точку C пространства проецируем из 
центров 1S  и 2S  в точки C1 и C2 на пло-
скость   (рис. 20). 

Если в качестве оригинала будет высту-
пать тело, то оно пучком m плоскостей бу-
дет расслаиваться на сечения, которые из 
центров (S1) и (S2) проецирования будут мо-
делироваться в пучке )( 0F  прямых на пло-
скости П.

На оригинале точки могут быть: просто 
точка (как, например, точка С) двойная 
точка (как, например, точка ED  ), кон-
курирующие точки (как, например, точки 
A  и B ).
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Проекция точек А и В из центра проеци-
рования 1S  на носитель модели прямую 

ba   проецируются в конкурирующие 
точки 11 BA  , которые образуют двойную 
точку, а из центра проецирования 2S  прое-цируются в пару точек 22 , BA . Двойная 
точка ED   моделируется из центров про-
ецирования 21 , SS на носителе модели 

ed   двойными точками 11 ED   и 
22 ED  . Из вышеизложенного видим, что 

одна проекция точек не определяет их по-
ложение на оригинале. Если нам будут даны 
только проекции 11 BA   и 11 ED   мы не 
сможем сделать заключение об оригиналах 
точек А, В и С, D, они могут быть на ориги-
нале как двойная точка так и как конкуриру-
ющими.

Геометрии бывают различные: аффинная 
геометрия, проективная геометрия, и т. д.

В аффинной геометрии прямая продол-
жается в разные стороны далеко, далеко, 
плоскость продолжается в любую сторону 
то же далеко, далеко. Аффинная плоскость 
двусторонняя и прямая на аффинной пло-
скости то же двусторонняя. На аффинной 
плоскости прямые пересекаются или не пе-
ресекаются, если они параллельные. Поэто-
му на аффинной плоскости не возможно 
взаимно однозначное соответствие, которое 
заключается в следующем: прямая на пло-
скости определяется двумя точками, но точ-
ка не определяется двумя прямыми, если 
они параллельные. Для устранения этого 
недостатка, договорились [6, 7, 8, 9 и др.], 
что параллельные прямые пересекаются в 
несобственной точке, введенной на аффин-
ной плоскости и превратившей аффинную 
плоскость в проективную плоскость. На 
проективной плоскости возможно взаимно 
однозначное соответствие, т. к. прямая 
определяется двумя точками, а точка опре-
деляется в пересечении двух прямых. Вве-
дение несобственной точки на прямой оста-
вило непонятным вопрос ее образования. 
Если рассматривать прямую на аффинной 
плоскости и ее организовать как числовую 
ось, т. е. на ней задать начало отсчета, мас-
штаб и положительное направление, то дви-
гаясь по ней вправо числа будут увеличи-
ваться до  , при движении влево числа бу-
дут уменьшаться до  . Когда мы органи-
зуем проективную прямую, то прямая ста-
новить замкнутой. Если замыкание проис-
ходит точками   и   встык, то точки 
будут две, значит замыкание будет внахлест, 
т. е. точки   и   образуют двойную точ-

ку на модели и точки   и   могут быть 
только конкурирующими на оригинале. 
Проективная плоскость с точки зрения на-
чертательной геометрии представляет одну 
проекцию ее оригинала и поэтому точки   
и   на оригинале могут быть только кон-
курирующими. Оригинал проективной пря-
мой можно представить как виток цилин-
дрической винтовой линии a [10, 11], (рис. 
21) проекция которой на плоскость   явля-
ется проективной прямой 1a . 

S





А

А1

1

В

В




a

1a

Рис. 21

Все прямые проективной плоскости за-
мыкаются на несобственной прямой, как 
«собачкой» на замке молнии замыкают про-
екцию проективную плоскость, делая ее 
односторонней. Оригинал проективной 
прямой – двусторонняя, оригинал проек-
тивной плоскости виток цилиндрической 
винтовой поверхности – двусторонняя.

Конкретизируем здесь вышеизложенное 
на примерах моделирования основных гео-
метрических образов пространства E3 в ме-
тодах двух изображения и двух следов. Ап-
парат метода двух изображений состоит, в 
общем случае, из плоскости P – основной 
плоскости проекций, двух вспомогатель-
ных плоскостей Π1 и Π2 и трех центров про-
ецирования :S – основного, S1 и S2 – вспомо-
гательных центров. Центры S, S1, S2 – кол-
линейны некоторой прямой m, пересекаю-
щей плоскость проекций P в исключенной 
точке F0. Произвольная точка A простран-
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ства изображается на плоскости P двумя 
точками A1 и A2 коллинейными с точкой F0. 
Сначала точка A проецируется из вспомога-
тельных центров S1, S2 на вспомогательные 
плоскости Π1, Π2 соответственно в точки Ā1, 
Ā2, которые перепроецируются из основно-
го центра S на плоскость P во вторичные 
проекции A1 и A2 (рис. 22). 
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Рис. 22

Так как прямая a  пространства опреде-
ляется двумя ее точками A, B, то она на пло-
скости P будет изображаться двумя a1(A1, B1), 
a2(A2, B2) прямыми, соединяющими однои-
менные проекции точек. Плоскости в про-
странстве определяется тремя неколлиней-
ными точками, например A, B, C (Σ (A, B, C)). 
Вторичные проекции Σ1 и Σ2 полей плоско-
сти находятся в соответствии T1

1 гомологии, 
центром которой будет исключенная точка 
F0, осью гомологии будет двойная прямая 
d1= d2 полученная как проекция линии пере-
сечения плоскости S с тождественной пло-
скостью F (ΣÇF = d). Прямая 21   
в пространстве определяет пучок плоско-
стей, среди которых есть плоскость, точки 
которой изображаются на плоскости изо-
бражения P совпавшими С1 = С2 вторичны-

ми проекциями. Такая плоскость F (S, l) на-
зывается тождественной. Множество всех 
плоскостей пространства будут моделиро-
ваться на плоскости изображения P гомоло-
гиями, имеющими общий центр точку F0, но 
различные оси гомологии. Из проективной 
геометрии [12] известно, между точками 
данной плоскости пространства и вспомо-

гательными плоскостями Π1 и Π2 устанав-
ливается перспективно коллинеарное соот-
ветствие. На плоскости проекций P имеем 
соответственные коллинеарные поля, в 
этом случае коллинеация называется гомо-
логией, которая задается центром гомоло-
гии S (F0), осью гомологии   (d1=d2) и па-
рой соответственных точек – (A1, A2). Го-
мологий на плоскости – ∞ 5, так как на го-
мологии – модели плоскостей простран-
ства на плоскости проекций P не затрачи-
ваются параметры на задание центра гомо-
логии F0 , то таких гомологий на плоскости 
P будет ∞3. 

Частным случаем гомологии является 
элация – она получается на плоскости 
проекций P, когда m∩d и когда F0  d1=d2 
(рис. 23, 24). 
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Если плоскость Σ пространства пересе-
кает прямую m в точке K, которая образует 
гармоническую четверку (F0K S1S2) = -1, то 
гомология T1

1 – модель этой плоскости на P 
будет инволюционной 1 (рис. 25). 

А

d1

КF 0 21АА
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Рис. 25

Значит связка (K) плоскостей простран-
ства будет моделироваться инволюционны-
ми гомологиями, которых на плоскости 
проекций P будет – ∞2, так как в этом случае 
не затрачивается параметр на задание соот-

ветственных точек гомологии, а их положе-
ние определяется из соотношения:

(F0 D A1 A2) = -1 
или 

(F0D) ~ (A1A2), где D = d1 = d2 (A1A2).
Пучок (  ) плоскостей моделируется на 

плоскости P гомологиями, имеющими об-
щий центр F0 и общую ось гомологии ис-
ключенную прямую 21   , такие гомоло-
гии будут гиперболического типа и их на 
плоскости P будет ∞ 2 . 

Пучок (m) плоскостей моделируется на 
плоскости P пучком (F) двойных прямых, 
являющихся одновременно осями гомоло-
гий и носителями соответственных точек 
гомологий, такие гомологии будут гомоло-
гиями параболического типа и их на пло-
скости проекций P будет ∞1. 

Если центр гомологии на плоскости бу-
дет несобственной точкой F0

∞, тогда соот-
ветственные точки гомологии будут распо-
лагаться на параллельных прямых, такая 
гомология называется родством (рис. 26). 
Если центр и ось гомологии будут на пло-
скости несобственными элементами, то го-
мология будет перемещение (рис. 27). 
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Резюмируем выше изложенное: 
в классическом методе двух изображе-

ний взаимно однозначными соответствия-
ми на плоскости проекции моделируются 
оригиналы пространства: 

- точка – парой точек; 
- прямая – парой прямых;
- плоскость – гомологией. 
В методе двух следов основным элемен-

том является прямая. Аппарат классическо-
го метода двух следов состоит из плоскости 
изображения P, двух вспомогательных пло-
скостей Π1 и Π2 и центра проецирования S 
(рис. 28). Оригинал прямая n  пересекает 
вспомогательные плоскости Π1 и Π2 в точ-
ках Ā1 и Ā2, которые из центра S проециру-
ется на плоскость изображения P в точки A1 
и A2, которые на плоскости P располагаются 
определенным образом относительно ис-
ключенной прямой 21   . 


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

21  
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Рис. 28

n

Плоскость Σ пространства E3 пересечет 
вспомогательные плоскости 1 и 2  по 
прямым 1n  и 2n , которые из центра S про-
ецируются на плоскость P в пару прямых 
линий n1 и n2, пересекающих исключенную 
прямую 21   . Точка P пространства 
определяется как центр связки прямых или 
как центр связки плоскостей, поэтому моде-
лью точки в методе двух следов на плоско-
сти изображений P будет гомология. Значит, 
в методе двух следов основные элементы 
пространства E3 будут моделироваться вза-
имно однозначными соответствиями: 

- прямая – парой точек; 
- плоскость – парой прямых; 
- точка – гомологией. 

Частными случаями аппаратов класси-
ческих методов двух изображений и двух 
следов являются: 

- эпюр Монжа, 
- аксонометрия, 
- перспектива, 
- проекции с векторными отметками, 
- проекции с числовыми отметками и. т.д. 
Эпюр Монжа (комплексный чертеж) 

можно получить следующим образом.
Основную плоскость   совместить с 

вспомогательной плоскостью 2 , а пло-
скость 1  расположить к ней перпендику-
лярно. За центр проецирования 1S  прини-
маем бесконечно удаленную точку 

1S , ор-
тогонально – сопряженную с плоскостью 

1 , за центр 
2S  ортогонально – сопря-

женную точку с плоскостью 2 . За центр 
S  принимается бесконечно удаленная 

точка ортогонально – сопряженная с бис-
секторной плоскость двугранного угла пло-
скостей 1 и 2 , которая является тожде-
ственной плоскостью (рис. 29). 

1

2

Ф

1А

2А

А
S


1S


2S

Рис. 29

При таком выборе проецирующего ап-
парата вторичные проекции А2  точки А со-
впадут с ортогональной проекцией Ā2 на 
плоскости изображения  . А вторичная 
проекция А1 может быть получена из орто-
гональной проекции Ā1 путем совмещения 
поля 1  с полем проекций 2  вращением 
плоскости 2  вокруг линии пересечения 
плоскостей 1  и 2 . Исключенной точкой 
чертежа является бесконечно удаленная 
точка 

0F , через которую проходят линии 
связи эпюра Монжа. Как видно из вышеиз-
ложенного, плоскость на эпюре Монжа бу-
дет моделироваться родством.

В дальнейшем, не уменьшая общности 
рассуждений, будем предполагать, что вспо-
могательные плоскости проекций Π1 и Π2 
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совмещены с основной плоскостью проек-
ций P. Основной центр проецирования по-
мещен в точку S∞ в направлении, перпенди-
кулярном плоскости P. В этом случае про-
екции точки A на вспомогательные плоско-
сти совпадут с ее первичными проекциями 
на плоскости P, то есть Ā1 =A1 , Ā2 =A2. 

I. 6. Конструирование кривых линий 
по их моделям

В связи с тем, что свойства поверхно-
стей во многом определяются свойствами 
их линий, конструирование кривых пред-
ставляет важную компоненту сложной зада-
чи конструирования поверхностей, удов-
летворяющих ряду наперед заданных усло-
вий. Существует непосредственная взаи-
мосвязь свойств конструируемой кривой 
линии, свойств и положения порождающих 
ее проективных пучков линий. Последнее 
дает возможность прогнозировать свойства 
конструируемой кривой до ее непосред-
ственного получения в виде одномерного 
массива точек. 

Как было показано выше, в качестве но-
сителей конструируемой кривой линии бе-
рется плоскость пучка )(i  плоскостей, 
которая по i1 = i2 пересекает плоскость про-
екций П, а точка 0F  есть точка пересечения 
прямой   с плоскостью проекций П. 

Таким образом, конструируемая кривая 
линия qpa  порядка qp   является рацио-
нальной алгебраической кривой линией, 
имеющей одну )2(  qp  – кратную точку 

0F  и 2 qp  двойные точки, которые в за-
висимости от характеристик проецирую-
щих пучков кривых могут быть собствен-
ными и несобственными, узловыми, изоли-
рованными и точками возврата. 

В инженерной практике применяются 
кривые высших порядков, имеющих наи-
меньшее число действительных собствен-
ных кратных точек или без них. Рассмотрим 
на примере конструирования кривой линии 
четвертного порядка, как можно управлять 
типом ее двойных точек на стадии задания 
пучков коник, ее порождающих. Не распав-
шаяся кривая линия четвертого порядка мо-
жет иметь три двойные или одну трехкрат-
ную точку, тогда она становится рациональ-
ной кривой линией. Количество и тип двой-
ных точек конструируемой кривой линии 
определяется количеством и типом совпав-
ших базисных точек проективных пучков 
кривых линий, порождающих конструируе-
мую кривую линию: 

1. При конструировании кривой линии 
qpa   порядка p + q проективными пучками 

кривых линий cp, bq порядка p, q устанавли-
вается взаимно однозначное соответствие 
между точками конструируемой кривой ли-
нией qpa   и прямолинейным носителей 
i1=i2 посредством проецирующих пучков 
кривых линий, что является признаком ра-
циональности конструируемой кривой ли-
нии. 

2. Конструируемая по описанной схеме 
кривая линия qpa   имеет одну (p +q – 2) – 
кратную точку 0F  и p +q – 2 двойных точек. 

При решении ряда инженерных задач, 
например, при обработке результатов экспе-
римента, в качестве аппроксимирующей 
или интерполирующей кривой линии ис-
пользуют моноидальные кривые линии 
имеющие точку максимальной кратности. 
Изложенный аппарат позволяет конструи-
ровать такие кривые линий. Для этого до-
статочно на прямолинейном носителе i1= i2 
задать проективитет, у которого одна двой-
ная точка совпадает с точкой 0F , которая 
будет вершиной (кратной точкой высшей 
кратности) для конструируемой кривой ли-
нии. 

Таким образом, в заключение можно за-
метить, что рассмотренный нами аппарат 
конструирования кривых линий позволяет 
конструировать широкий класс рациональ-
ных кривых линий, имеющих ряд наперед 
заданных особенностей. Этот факт позво-
ляет использовать предложенный аппарат 
для конструирования поверхностей, удов-
летворяющих заданным требованиям пози-
ционного характера, связанных с их инци-
дентностью дискретному каркасу кривых 
линий.
I. 7. Моделирование пространственных 

кривых линий
Рассмотрим центральное проецирова-

ние пространственных кривых линий на 
плоскость. Пространственная кривая ли-
ния na  порядка n из точки naP  проеци-
руется на плоскость P конусом Σ n (P, na ) 
порядка n с вершиной в точке P и направ-
ляющей кривой линией na . Эта кониче-
ская поверхность Σ n (P, na ) пересекает 
плоскость P по кривой линии na1  порядка 
n, если образующие конуса Σ n являются 
его унисекантами. В этом случае касатель-
ная t в точке A кривой na  проецируется в 
касательную t1 в точке A1 кривой линии 

na1  (рис. 30). 
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Если заставить приближаться точку P к 
A по прямой (PА), то проекция na1  в точке 
А1 будет уплощаться и при P=A проекция 

na1  распадается на прямую t1 и кривую 
1

1
na  порядка n-1. Здесь прямая t1 является 

следом соприкасающейся плоскости Г, по-
строенная в точке Р=А к кривой na . В том 
случае, когда пространственная кривая ли-
ния na  имеет k – кратную точку B, проек-
ция кривой линии na1  из точки P=B распа-
дается на k прямых и на кривую линию 

kna 
1  порядка n – k .В этом случае прямые 

t k является следами соприкасающихся пло-
скостей, проходящих к k ветвям кривой ли-
нии na  в точке P=B. 

Если каждая образующая конуса Σ n (P,а n) 
пересекает направляющую кривую линию 

na  в m точках, то проекция t
ia  на плоско-

сти P будет порядка n/m -, потому, что в этом 
случае конус Σ n (Р, a ) распадается на m ко-
нусов , имеющих общую вершину Р и об-
щие образующие. 

Таким образом, при проецировании 
пространственной кривой линии na  на 
плоскость порядок проекции равен порядку 
оригинала лишь тогда, когда образующие 
конической поверхности являются ее уни-
секантами. 

Рассмотрим проецирование простран-
ственной кривой линии ra  порядка r по-
средством конгруэнции Kr(n, k) прямых, за-
данной фокальными кривыми линиями 1nc  
и 2nb  порядков 1n  и 2n  соответственно, 
где 2121 , nnknnn  . При произвольном 
расположении кривой линии ra  относи-
тельно фокальных кривых линий 1nc  и 2nb , 
аппарата отображения проекцией кривой 
линии ra на плоскость П будет кривая 
линия )( knra   порядка 212)( nrnknr   –  
след линейчатой поверхности  
Ф ),,( 21)( nnrknr bca о трех направляю-
щих кривых линий 21 ,, nnr bca , так как из 
теории конгруэнций известно, что порядок 
поверхности F равен произведению поряд-
ка погружаемой кривой линии ra  на сумму 
порядка n и класса k данной конгруэнции.

Если пространственная кривая линия 
ra  пересекает фокальную кривую линию, 

например, кривую линию 1nc  в p простых 
точках Cp , то линейчатая поверхность о 
трех направляющих распадается на р кону-
сов ),( 2n

p bC  порядка 2n  и на линейчатую 
поверхность ),,( 21 nnr bca  порядка 
r (n + k) – pn2 = 2rn2n1 – pn2. 

Если пространственная кривая линия 
ra  пересекает обе фокальные кривые ли-

нии, например, 1nc  в р простых точках Ср
 

кривую линию 2nb в q простых точках Bq , 
то линейчатая поверхность о трех направля-
ющих распадается на p конусов ),( 2nb

  порядка 2n  и на q конусов ),( 1n
q cB по-

рядка 1n  и на линейчатую поверхность 
),,( 21 nnr bca  порядка r(n+k) – pn2 – qn1.

Если пространственная кривая линия ar 

пересекают фокальные кривые линии, напри-
мер, кривую линию 1nc  в i – кратной точке C , 
а кривую линию 2nb  в j – кратной точке B, то 
линейчатая поверхность о трех направляю-
щих распадается на i конусов ),( 2

nbC  по-
рядка 2n  и на j конусов ),( 1ncB  порядка 

1n  и на линейчатую поверхность 
),,( 21 nnr bca  порядка r (n + k) – in2 – jn1. 

Наивысшая кратность точек C и B может 
быть соответственно 11 n  и 12 n  в том 
случае, если фокальные кривые линии 1nc , 

2nb , будут плоскими кривыми линиями 
моноидального типа с вершинами в точках 
C и B соответственно. 

Таким образом, при проецировании 
пространственной кривой линии ra  на 
плоскость при помощи конгруэнций пря-
мых Kг(n, k) в зависимости от положения 
погружаемой кривой линии ra  относи-
тельно фокальных линий 1nc , 2nb  можно 
получить в качестве проекции данной кри-
вой линии ra  кривые линии, порядки ко-
торых изменяются в широком пределе. Су-
ществование этих пределов позволяет под-
бирать аппараты отображения простран-
ственной кривой линии ra  на плоскость с 
целью получения в качестве проекции кри-
вой линии с наперед заданными характери-
стиками (порядка, числом и кратностью 
особых точек и т. д.). 

I. 8. Моделирование плоских 
кривых линий

Построение проекций кривых линий, 
расположенных в проецирующей плоско-
сти, мы рассмотрим в контексте с основной 
задачей, связанной с изучением свойств по-
верхностей, несущих в пучке )( i  пло-
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скостей каркас кривых линий аi
v порядка 

v=2. Плоскости v
i  пересекаясь с плоско-

стью изображения П, образуют носители 
21 ii ii  , на которых устанавливается соот-

ветствия, получаемые при двойном проеци-
ровании линий va  каркаса поверхности 
определенным аппаратом. 
I. 8. 1. Моделирование плоских кривых 

линий двумя пучками прямых
Рассмотрим случай моделирования кри-

вых линий второго порядка проецировани-
ем двумя пучками прямых (S1), (S2), распо-
ложенных в плоскости кривой линии. 

При произвольном расположении цен-
тров проецирования S1, S2 относительно мо-
дулируемой кривой линии 2a на носителе 
i1 = i2 устанавливается (2÷2) – значное соот-
ветствие, так как одной точке Ā1 , носителя 
i1 соответствуют две точки, которые из вто-
рого центра S2 проецируются на носитель i2 
в две точки Ā2, B2 (рис. 31). 

S
1

2

S

1

B

A

A

A

A B =A1
2

2

21 ii 

-

- -1
A1 B=

Рис. 31

Аналогично одной точке A2 ряда i2 соот-
ветствует две точки Ā1, B1 ряда i1. Чтоб по-
лучить взаимно однозначное соответствие 
при проецировании коники двумя пучками 

прямых, центры проецирования необходи-
мо поместить на конику. Тогда каждая про-
ецирующая прямая пучка прямых пересе-
чет конику и носитель 21 ii  (рис. 32).

2

1

S

A

A
21 ii 

A

S1

2

Рис. 32

Таким образом, в этом случае моделью 
коники 2a на прямолинейном носителе 

21 ii   будет взаимно однозначное (проек-
тивное) соответствие. Точки пересечения 
коники 2a  с носителем 21 ii   являются 
двойными точками проективитета (моде-
ли). Проективные соответствия в зависимо-
сти от количества и типа двойных точек мо-
гут быть гиперболическими (двойные точ-
ки различные и действительные) (рис. 33, 
а), параболическими (действительные точ-
ки совпадают) (рис. 33, б), эллиптическими 
(две различные мнимые точки) (рис. 33, в), 
не инволюционными (рис.33, г), инволюци-
онными (рис. 33, д). При совпадении одной 
двойной точки с несобственной точкой но-
сителя 21 ii   проективитет вырождается в 
аффинитет (рис. 33, е).

Далее рассмотрим моделирование пло-
ских кривых линий третьего порядка 3a , 
которые могут быть жанра 1 и 0 (жанр (род) 
алгебраической кривой линии равен разно-
сти между наибольшим числом двойных то-
чек кривой и фактическим числом двойных 
точек) (рис. 34 а, б). 
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Рис. 34

На рис. 34,б изображена кривая линия 
3a  жанра 0. В зависимости от расположе-

ния центров проецирования относительно 
моделируемой кривой 3a  можно получить 
следующие виды соотношений на i1 = i2:

а) если центры проецирования не инци-
дентны кривой линии 3a , то моделью кри-
вой линии на носители i1 = i2 будет (3 ÷3) – 
значное соответствие; 

б) если один центр проецирования не 
инцидентен кривой линии 3a , а другой 
центр проецирования инцидентен простой 
точке кривой линии 3a , то моделью кривой 
линии 3a  на носители i1= i2 будет (3 ¸ 2) – 
значное соответствие; 

в) если центры проецирования инци-
дентны простым точкам кривой линии 3a , 
то на носителе i1 = i2 будет моделироваться 
(2¸ 2) – соответствие; 

г) если один центр проецирования ин-
цидентен простой точке кривой линии 3a , а 
второй центр проецирования инцидентен 
двойной точке кривой линии 3a  жанра 0, то 
на носителе i1 = i2 будет моделироваться (2¸1) 
– значное соответствие. 

Таким образом, из вышеизложенного 
видно, что при использовании двух цен-
тральных проецирований кривую линии 3a  
порядка 3 невозможно моделировать на пря-
молинейном носителе i1 = i2 взаимно одно-
значным соответствием. Аналогично можно 
показать, что в случае проецирования пло-
ских кривых линий порядка n>2 двойным 
центральным проецированием на прямоли-
нейный носитель i1 = i2 невозможно полу-
чить взаимно однозначное соответствие. 

I. 8. 2. Криволинейное проецирование 
плоских кривых линий

Рассмотрим моделирование плоской 
кривой линии 3a  порядка 3 жанра 0 прое-
цированием пучком прямых (S) и пучком 
коник, которые заданны четырьмя базисны-

ми точками 1,2,3,4 на прямолинейном носи-
теле i1 = i2 . (Коника – кривая линия второго 
порядка на плоскости определяется пятью 
параметрами или, например, пятью точка-
ми. Если закрепить четыре параметра или 
четыре точки, то получим пучок коник на 
плоскости). 

Проецирование при помощи кривых ли-
ний называется криволинейным проециро-
ванием. При произвольном положении ба-
зисных точек пучков относительно друг 
друга, моделируемой кривой линии и пря-
молинейного носителя i1 = i2 можно полу-
чить в качестве моделей соответствия раз-
личной значимости. Если базисные точки 
пучков прямых и коник не инцидентны кри-
вой 3a , на прямолинейном носители моде-
лируется (6¸6) – значное соответствие. Знач-
ность соответствие, получаемого на прямо-
линейном носителе снизится до (2¸2) – знач-
ного, если базисные точки пучков проеци-
рующих линий будут инцидентны простым 
точкам кривой линии 3a .

Рассмотрим ограничения, которые необ-
ходимо наложить на взаимное положение 
базисных точек пучков проецирующих кри-
вых линии, носителя i1 =i2 и кривой линии 

3a  для получения взаимно однозначного 
соответствия.

1. При проецировании пучком коник 
каждая коника 2

2  (рис. 35) пучка (1234) 
коник должна пересекать прямолинейный 
носитель i1 = i2 в одной свободной точке, 

2
2  например А2, что обеспечивается инци-

денцией прямолинейного носителя одной 
базисной точки пучка коник, например, 
точке 4.

2. При проецировании пучком )(S пря-
мых, каждая прямая пучка )(S  должна пе-
ресекать прямолинейный носитель i1 = i2 в 
одной свободной точке, например 1À , и кри-
вую линию 3a  в одной свободной точке, 
например А, поэтому точку S помещаем в 
двойную точку P кривой линии 3a ,т.е. S=P. 

3. Каждая коник 2
2 пучка (1 2 3 4) коник 

должна пересекать линию 3a  в одной сво-
бодной точке, например А, а кривая линия 

3a  с коникой пересекается в 6-ти точках, 
значит для обеспечения одного свободного 
их пересечения, необходимо 5 точек их вза-
имного пересечения зафиксировать, что 
возможно, если базисные точки 1,2,3,4 пуч-
ка (1234) коник будут инцидентны линии 

3a , при чем одна из базисных точек пучка 
(1 2 3 4), например, 1 будет совпадать с 
двойной точкой оригинала P, т. е. S=1=P. 
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Рис. 35

Только в этом случае кривая линия 3a  
будет моделироваться на i1= i2 (1÷1) – знач-
ным соответствием. Действительно, точка 

3aA  выделяет из пучка (S) прямых един-
ственную прямую, например, 1 , которая 
пересекает линию 3a  и носитель i1= i2 каж-
дую в одной точке A и A1 . Точка 

3aA  вы-
деляет из пучка, (1 2 3 4) коник единствен-
ную конику, например, 2

2 , которая пересе-
кает линию 3a и носитель i1= i2 каждую в 
одной точке A, A2. Значит, точка A модели-
руется на прямолинейном носителе i1= i2 па-
рой соответственных точек A1 ~ A2.

В общем случае при моделировании ал-
гебраической кривой линии va  порядка v  
на прямолинейном носителе i1= i2 двумя 
пучками кривых линий kvk bc ,  порядков 
k  и )( kv   для получения (1÷1) – значного 
соответствия необходимо выполнение сле-
дующих условий. 

1. Каждая кривая линия kvk bc , данных 
пучков кривых линий прямолинейный но-
ситель i1= i2 должны пересекать в одной 
свободной точке, что можно достичь двумя 
путями: 

а) Инциденцией определенного количе-
ства базисных точек пучков кривых линий 
прямолинейному носителю i1= i2; 

б) Выбора в качестве кривых линий 
kvk bc ,  пучков кривых линий, кривые ли-

нии моноидального типа с общей верши-
ной, например, точкой F0 , инцидентной 
прямолинейному носителю i1= i2. 

2. Пучки проецирующих кривых линий 
kvk bc ,  соответственно порядков k  и 

)( kv   должны иметь 2v  общих базис-
ных точек. 

Действительно, чтобы точка vaA  мо-
делировалась парой соответственных точек 
A1 ~ A2 на прямолинейном носителе i1= i2, 
проецирующие кривые линии kvk bc ,  по-
рядков k  и )( kv   должны пересекаться в 
одной свободной точке A, остальные точки 
их пересечения должны быть фиксирован-
ными. Кривые линии kvk bc ,  пересекаются 
в kkv )(   точках, из которых (v – k – 1)(k – 1) 
приходятся на вершину F0, так как она 

)1(  kv - и )1( k - кратна на прямоли-
нейном носителе i1= i2. 

Поэтому проецирующие кривые линии 
kvk bc ,  кроме точек F0 и A будут иметь еще  

(v – k)k(v – k – 1)(k – 1) – 1 = v – 2 общих 
точек Qi. 

3. Из проективного способа образова-
ния кривых следует, что общие базисные 
точки проективных пучков кривых линий 
являются двойными для порождаемой кри-
вой, в нашем случае для кривой линии va , 
поэтому кривая линия va  должна иметь 

2v  двойных точек Qi. Кроме того, кри-
вая линия va  пересекает носитель i1= i2. в 
двух двойных точках проективитета, поэ-
тому точка F0 принадлежит кривой линии 

va и является для нее ( 2v ) – кратной 
точкой. 

4. Каждая кривая линия kc  пучка кри-
вых линий должна пересекаться с моделью 
лишь в одной свободной точке A. Поэтому 
пучок кривых линий (ck) должен иметь н 
модели кривой линии va  кроме )1( k - 
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кратной базисной точки F0 и v – 2 базисных 
точки Qi еще

121)2(2)1)(2( vkvkvvk   
базисных точек. А пучок кривых линий 

kvb   должен иметь еще
 

kvkvvkvv 231)2(2))(2()(
базисных точки. 

Из теории известно, что ( 2v ) – крат-
ная точка кривой линии va  эквивалентна 
( 2v )( 3v )/2 двойным точкам. Значит 
кратные точки кривой линии va  эквива-
лентны

2/)2)(1()2(2/)3)(2( vvvvv  
двойным точкам, то есть максимально воз-
можному числу двойных точек. Поэтому 
оригинал va  должен быть рациональной 
алгебраической кривой линией (жанра 0). 
Значит, справедливо предложение: плоская 
рациональная алгебраическая кривая линия 

va  с ( 2v ) – кратной точкой 210 iiF   и 
( 2v ) двойными точками Qi моделируется 
на прямолинейном носителе i1= i2 взаимно 
однозначным соответствием. При проеци-
ровании двумя пучками моноидальных кри-
вых линий kvk bc , , имеющих общую вер-
шину F0 и общие 2v  базисные точки Qi, 
если первый пучок кривых линий имеет на 
кривой линией va  дополнительно 

12  vk  базисных точки, а второй пучок 
– k23 базисных точки. 

Таким образом, используя криволиней-
ное проецирование значительно расширя-
ется круг плоских кривых линий, которые 
могут отображаться на прямолинейный 
носитель взаимно однозначными соответ-
ствиями. 
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